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2 Formulacédo do Problema

Nesse capitulo é apresentada a formulagdo necessaria para obter o funcional
de energia do sistema torre-péndulo, tanto em sua forma linear quanto em sua
forma ndo-linear. Através dos funcionais de energia e utilizando as ferramentas do
Calculo Variacional, obtém-se as equac@es diferenciais de movimento.

A torre é modelada como uma coluna de secdo transversal varidvel com a
extremidade inferior engastada e a extremidade superior livre. Plataformas de
observacdo, antenas e equipamentos sdo modelados como massas concentradas ao
longo da torre. Exemplos dessa classe de estruturas foram mostrados na Figura
1.1. O péndulo absorsor é considerado como um elemento discreto ao longo da
torre. Em termos de eficiéncia, a melhor localizacdo para o péndulo é o topo da
torre, embora, em alguns casos, por motivos construtivos, o péndulo deva ser

colocado em uma outra posicao.
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Figura 2.1: Coluna em estudo.
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O modelo estrutural considerado é ilustrado na Figura 2.1, onde El, é a
rigidez a flexdo em x e N, a forca axial em x devido ao peso proprio q,. M, éa
massa por unidade de comprimento em x, P(x,t) a forca transversal que age na
secdo x em um tempo t e L, o comprimento da coluna. M, é a massa

concentrada a uma distancia L, da base da coluna. Finalmente, | e m s&o o

comprimento da haste e a massa do absorsor pendular.

2.1. Funcional de Energia do Sistema — Formulag&o N&o-Linear

As equacdes de movimento sdo obtidas através do Principio de Hamilton.
Para um sistema conservativo, ou seja, sem dissipacdo de energia, tem-se que a
variagdo da energia cinética menos a energia potencial durante um intervalo de

tempo de t; a t; € nula, a saber:
t,
o —m)dt=0 2.1)
4

sendo que T é a energia cinética, ~ a energia potencial total e o simbolo &
representa a variacdo dos termos entre parénteses.

A equacdo (2.1) é utilizada para sistemas onde tem-se a vibracdo livre sem
amortecimento ou qualquer outra forma de dissipacao de energia.

Para o caso de terem-se forgas ndo-conservativas, tem-se que a variacao de
energia cinética e potencial mais a variacdo do trabalho realizado pelas forgas ndo
conservativas durante um intervalo de tempo de t; a t, deve ser igual a zero, ou

seja:
t, t,
[8( —m)dt+ [SW,.)dt =0 2.2)
tl tl

onde W, é o trabalho realizado pelas forgas ndo conservativas.
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2.1.1. Energia Potencial Total da Coluna

A energia potencial total de uma estrutura () € obtida através da soma da

energia interna de deformagao (U ) com o potencial das cargas externas (V ), ou

seja:

7=U +Vp (2.3)

Na expressdo (2.3), U € o somatério da energia de membrana gerada pela

deformacéo axial (U ,,) e da energia de flexdo gerada pelo alongamento das fibras
tracionadas e o encurtamento das fibras comprimidas (U, ), que, portanto, pode

Ser expresso como.

N |+~

L L
Uu=U,+U, :I EAngdx+J%EIX;(2dX (2.4)
0 0

onde E é o modulo de elasticidade do material, I,, 0 momento de inércia da
secdo transversal em x, A , a area da secdo transversal em x, y, representa a

mudanca de curvatura e &, a deformacéo especifica da linha neutra.

Seguindo procedimento adotado na literatura na analise de colunas esbeltas
desprezou-se a parcela relativa & deformac&o axial da coluna (Timoshenko, 1961).
Entdo, a expressao (2.4) toma a forma:

El, z"dx (2.5)

N |-

L
°e

Através da Figura 2.2, tem-se que o trabalho realizado (W) é dado pelo

produto da forga axial no topo da coluna, N,, pelo encurtamento da coluna, A

nesta se¢do. Logo tem-se a equacéo:

W =N,A (2.6)

X
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Figura 2.2: Deslocamento transversal e encurtamento da coluna.

O potencial das cargas é dado por:

V, =-W =-NA 2.7

Assim, pode-se chegar a equacdo da energia potencial total 7, substituindo-
se (2.5) e (2.7) em (2.3).

N |-

El, y2dx—N,A (2.8)

L
7=
0

Partindo da Figura 2.2, tem-se que o deslocamento de um ponto P, na
configuragdo indeformada para uma nova posicdo P, em uma configuracdo

deformada pode ser representado por um vetor de deslocamentos decomposto em
duas componentes: deslocamento axial u e deslocamento lateral w. Ainda, se a
linha neutra da estrutura é inextensivel, considera-se o elemento infinitesimal dx

igual ao elemento curvo ds, como apresentado na Figura 2.3.

i dx-du i

dsﬁd)(

Figura 2.3: Elemento infinitesimal da linha neutra da viga.

Da Figura 2.3, pode-se deduzir as relagoes:
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dw dw
seny =—=—=W,, 2.9
v ds dx (29)
w =sen(w,, ) (2.10)

sendo que y é o angulo formado entre o eixo horizontal e o eixo da estrutura
deformada.

A curvatura do eixo deformado, 1/ R, , é dada por:

=y, = (sentw,, ), = @ 2.11
R, Vix 1x J1x (1_W21x)l/2 (2.11)
Ja a curvatura da estrutura indeformada, 1/R,, €:
1 1
—_—=—= O
R (2.12)
Assim, a variacdo da curvatura, y, tem a forma:
1 1 W, ,,
X=o— "5 (2.13)

R, R, (L-w, )"

Expandindo a expressao (2.13) em séries de Taylor até a segunda ordem,

chega-se a aproximacao:

1
7=W,, (1+EW2,X) (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.5), pode-se reescrever a energia interna de

deformacéo (U) como:
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U= 1J. El X(WZ,XX+W2,XX W2,X+1W2,XX W4,dex (2.15)
2 4

Observa-se na equacdo (2.15), que a grandeza El, ndo é constante, pois

varia com o comprimento da coluna. Nesse caso é necessario adotar uma funcéo
aproximada para representar a variacdo de rigidez a flexdo da coluna. Li et al.

(2000) sugerem a seguinte expressao:

El, = El,(1+7x)"? (2.16)

X

onde El, é arigidez a flexdo na base da coluna, 7 e n sdo os parametros que

descrevem a mudanca da secgéo transversal da coluna.

Escolhendo-se de forma conveniente os parametros n e n, pode-se

representar uma serie de geometrias encontradas na préatica ( Li et al. , 2000).

Com isso, a equacdo (2.15) é dada, agora, por:

L
U= %J‘ E|0(1+ 77X)n+2(wz’xx+wz1xx Wzix+%wz1xx W4,deX (217)

0

Dym & Shames (1973) demonstram que esta expressdo nao-linear €
suficiente para determinar de forma precisa a energia interna de deformacéo,
incluindo até a regido de grandes deslocamentos laterais.

O parametro A, que representa o encurtamento da coluna, pode ser escrito
em termos do vetor deslocamento. Através da Figura 2.3 e usando o Teorema de

Pitagoras, tem-se:
(ds)? = (dx —du)? + (dw)? (2.18)

Dividindo-se todos os termos da equagio (2.18) por (dx)*, obtém-se:

(5] (250 (&)
dx dx dx
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Admitindo que ds = dx, tem-se:

1=(1-u, )*+w?*,, (2.20)
o que levaa
j—izl—(l—wz,x)”z (2.21)

Partindo da relacdo

A=[du=[fL-@-w? )" }x (2.22)

O e ™
O ey

)1/2

e expandindo o termo (1-w?’,, até a quarta ordem em séries de Taylor,

chega-se a expressao:

(—lwz,x—%W“,xjdx (2.23)

. 1 1
v, :—J'NX(——WZ —w“,xjdx (2.24)

Considere agora que a forga axial, N,, varia como a rigidez a flex&o, El,.

Em conformidade com a expressao (2.16), adota-se:
N, = N, (@+7x)" (2.25)

onde N, é um parametro que depende do carregamento.
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Com base em (2.24), Li et al. (2000) sugerem a seguinte expressao para o

potencial das cargas externas.

" 1 1
V. =—| N, Q+mp)" —=w?, —=
p = N @em (2 -

w“,dex (2.26)
Para cada distribuicdo de cargas axiais a expressdo (2.26) deve-se
determinar os valor de N, como sera mostrado no préximo capitulo.
Finalmente, de posse das equagdes (2.17) e (2.26), referentes,

respectivamente, a energia interna de deformacdo e ao potencial das cargas

externas, pode-se escrever a expressao para a energia potencial total da coluna.

L
7[:%IEIO(1+77X)H+2(W2,XX+W2 w? +%W2,XXW4,X]dX

T XX X
0

. (2.27)
n+l 1 2 1 4
—jNO(1+77x) (——W =W ,xjdx
0 2 8

2.1.2. Energia Cinética da Coluna

Em um elemento de coluna esbelta geralmente é considerado apenas o efeito
da inércia a translacdo na direcdo transversal ao eixo da viga. A energia cinética é
dividida em duas parcelas, a primeira parcela é referente ao efeito da massa da

coluna e a segunda refere-se ao efeito da massa concentrada, M, entéo:

T =£%M{%} dx+%|v|c(%j (2.28)

Na equacdo anterior, M, representa a massa por unidade de comprimento

da coluna na secdo x. Como a sec¢do transversal da coluna nao é constante, tem-se

que esse coeficiente é variavel. Como feito para a rigidez a flexdo, El,, e para a

forga axial, N,, adota-se, para representar a variacdo da massa, a fungao:
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M, =M, [1+nx) (2.29)

X

onde M, é a massa por unidade de comprimento na base da coluna.

Assim, a energia cinética é dada por:

N

M, (@L+7x)" (%j dx +%M (%j (2.30)

L

T :j

0

2.1.3. Amortecimento da Coluna

O amortecimento est& presente em todos os sistemas oscilatorios. Entretanto
é dificil a descricdo real da forca de amortecimento, embora seja possivel a
admissdo de modelos ideais de amortecimento, que muitas vezes resultam em
progndsticos satisfatorios da resposta. Dentre esses modelos, a forca de
amortecimento viscoso, proporcional a velocidade, conduz a um tratamento
matematico simples. A presenca do agente amortecedor muda as caracteristicas do
movimento, passando-se a ter um “movimento harménico amortecido” ou até sem
carater oscilatorio.

Portanto, a parcela de trabalho (Re) é adicionada ao funcional de energia,

sendo que essa parcela pode ser escrita da forma sugerida por Rayleigh:
L 2
Re = j c(@j dx (2.31)

onde C é o parametro de amortecimento. C pode ser expresso em termos da taxa

de amortecimento, &, e da freqiiéncia natural da coluna, @, (Meirovitch, 1975).
Considerando um sistema em vibragdo livre, o valor de &, determina o

carater oscilatorio do sistema. Se o parametro &, < 1,0 tem-se um movimento

oscilatorio subamortecido, quando £, > 1,0 0 movimento é superamortecido. Para

£. = 1,0 tem-se o caso critico.
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2.1.4. Forca Harmdnica

Considera-se que a coluna esta submetida a uma carga harmonica lateral

P(x,t) (veja Figura 2.1) dada por:
P(x,t) = F,sen(w,t) (2.32)

onde w, é a freqliéncia da excitagdo e F, a sua amplitude em x.
No funcional introduz-se a forca harmonica, ao considerar o trabalho W,

realizado por essa, que tem a forma:
L
W, = [P(x,t)wdx (2.33)
0

2.1.5. Funcional de Energia da Coluna — Formulagcdo N&o-Linear

Com base nas equacbes (2.27) e (2.30), tem-se a funcdo de Lagrange que

representa a coluna em estudo, sendo esta:

L 2 2
a=T-7= jllvl 1+77x“(awj dx+1Mc(Mj
)2 ot

2 ot
—lel (L+7x)"%] w? 2 Wl e w?, W, |d
5 oL+ 7x W, AW, W ,X+4w o W, [dX (2.34)
0
L
n+l l 2 1 4
+£NO(1+77X) (—EW ’X_§W v [dX

2.1.6. Funcional de Energia do Péndulo — Formulagédo Nao-Linear

O funcional de energia do péndulo absorsor é obtido atraves da equacao
(2.1), como o funcional da coluna. O mesmo é expresso em sua forma néo-linear

devido a ndo-linearidade geometrica do péndulo.
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As parcelas de energia cinética (T ), energia potencial total (V) e energia

dissipada do sistema (E,) podem ser deduzidas atraves da Figura 2.4, onde 6

representa o deslocamento angular do péndulo e v € a velocidade tangencial da
massa m . Considera-se também que na ligacdo coluna-péndulo hd uma mola de

rigidez torsional, K . O péndulo possui ainda um amortecimento, C,, que ndo

esta representado na Figura 2.4.

Figura 2.4: Parametros do péndulo.

As parcelas de energia cinética, energia potencial e energia dissipada séo:

1
To =§mvz (2.35)
1 2
V, =mgh +EK"0 (2.36)
1 (dey
Ed ZECP E (237)

onde g € a aceleracdo da gravidade.

Da Figura 2.4 tém-se as seguintes equacdes:

h=1-h, =I({-cos(d)) (2.38)

Vi =V +vPy (2.39)
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Tomando ¢ como coordenada generalizada, torna-se necessario escrever v

em funcédo de @, para isso deve-se ter em mente que:

X =X+h, =w(L) +Isen(&) (2.40a)
y =h, =1cos(9) (2.40b)

de onde pode-se chegar as seguintes componentes de velocidade:

_dx_ow(L)
v, = m " +I( dtj cos(é) (2.41a)
dy [ dé
v, = it I( o Jsen(e) (2.41b)

Substituindo as expressoes (4.41) em (4.39), tem-se:

vzz(Mjlz(ML)j( 80 Jeost+ (Hj @.42)
ot ot N\ ot ot

As parcelas de energia cinética, energia potencial e energia dissipada

resultantes sao:

_ 1 [ ow(L) ow(L) 2 06
T, = Zm((—at j 2I[ " j(at Jcos(9)+l [atj ] (2.43)

V,, = mgl(1-cos(9)) +%Kp02 (2.44)
E, =1c (d—‘g}z (2.45)
¢ 27 dt '

Entdo, o funcional ndo-linear do péndulo é:
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Ly =Ton :zm[(%f +2.(%j(%jcos@+.z[%j2]
g 2 ot ot ot ot

—mgl(1-cos(6)) —% K,6°

(2.46)

2.1.7. Montagem do Funcional de Energia do Sistema — Formulacao
N&o-Linear

Atraveés das expressdes anteriores pode-se estudar as vibra¢fes ndo-lineares
livres ou forgadas com e sem amortecimento, de um sistema coluna-péndulo.
Com as equacOes (2.34) e (2.46), chega-se a funcdo de Lagrange que

representa o sistema coluna-péndulo.

M, L+ nx)"(%) dx+%Mc(%j

L
ngl

N |-

L
_l'[EI0(1+77X)n+2(W2!XX+W2lXX W2’x+£W2’xx W4’xjdx
25 4
" 1 1
n+l 2 4
+_(|;N0(1+77x) (—EW ,X—gw ,dex (2.47)

2 2
p L (MWL) oy WCL) Y 06 cos(d) +1° a9
2 ot ot ot ot
—mgl(1-cos(#)) —% K,6°
2.2. Funcional de Energia do Sistema — Coluna Linear
Considerando que a coluna sofre pequenas rotacdes ap6s a sua deformacéo,
tem-se que o angulo y, apresentado na Figura 2.3, € muito pequeno e, dessa
forma, pode-se fazer a aproximacao:

1-w?, )" =1 (2.48)

Em conseqliéncia dessa aproximacao, a energia interna de deformacao toma

a forma:
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El,(1+7x)"*w?,,, dx (2.49)

C

Il
Oy ™
N |-

Considerando mais uma vez a hipotese de pequenas rotacdes, tem-se que 0

potencial das cargas é dado por:
!
v, :J'_EWZ,X(NO(lﬂyx)””)dx (2.50)
0

Com as expressdes (2.49) e (2.50), pode-se reescrever a energia potencial da

coluna (), sendo essa:

L
m= !E El,(1+ 77x)r”2w2,xx—%wz,X (N, @+ nx)”*l)}dx (2.51)

Somando as expressdes (2.51), (2.30) e (2.46), tem-se o funcional de

energia do sistema coluna-péndulo.

L 2 2
J‘EM (L+7x n[&wj dx+1MC[Mj

12 at 2 at

@ mx)" P w? —EWZ,X(NO(:H-UX)MI)}dX

L
-J|3en .

o 2]

—mgl(L-cos(6)) —% K,6°

I\)|I—‘

(2.52)

2.3. Deducéo das Equacdes Diferenciais de Movimento

Como o sistema coluna-péndulo, apresentado na Figura 2.1, possui duas
varidveis, w e @, tem-se uma equacdo diferencial parcial para cada variavel. O

funcional, a ser minimizado nesse caso, é dado por:
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thL
”Lg(w,w,x,w
t 0

w,, 6,6, ,t)dxdt (2.53)

ITxx !

Faz-se necessario encontrar uma funcdo w(x,t), para o deslocamento
transversal da coluna, e uma fungdo &(t), para o deslocamento angular do

péndulo absorsor, porém as ferramentas do calculo variacional ndo fornecem essas
funcbes diretamente, mas sim as equacgOes diferenciais que essas funcbes devem
satisfazer. Aplicando as ferramentas do calculo variacional e o principio de

Hamilton, tem-se:

GL oL oL oL 2 (oL
” A | [P _df % |, dz T || |owdxdt =0 (2.54)
Lol dt{ow,, ow dx|ow,, ) dx{ow

I XX

tjzaLg d (Lo )it =0 2.55
00 dt| a6, - (255)

4

Na expressdo (2.54), o termo entre colchetes representa a equacao de Euler-
Lagrange da coluna, ou seja, sua equacao de movimento. J& na expressdo (2.55) o
termo entre colchetes na integral representa a equacdo de Euler-Lagrange do
péndulo, sendo essa a sua equacdo de movimento.

Com base nas expressdes (2.54) e (2.55) e no funcional de energia, dado
pela expressdo (2.52), e ainda calculando as derivadas necessarias, obtém-se as
equac0es diferenciais para o sistema coluna-péndulo.

d? L[ &*w d l(awj
— El, @+m)™ — | N, @+m)" | —
dx{ o{LH7) (axzﬂdex{ o{L+) x)|"

[ 0*w 0w [ 2w
M, L+ 7x) [atz j+ M _ (X Ll)(—atz ]+m§(x L)[ e j+ (2.56)
d? do)’
mlo(x — L)[ e ]cos(e) —mlo(x— L)[Ej sen(d) =0

2

t2

2
mlz[(jlj 9J+ K6+ mglsen(#) + ml&(x — L)(aat2

WJ cos(6) =0 (2.57)

onde & € afuncgdo delta de Dirac.
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