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4 Solucao do Sistema Coluna-Péndulo

Nesse capitulo apresenta-se a metodologia para se obter as freqliéncias e
modos de vibracdo do sistema coluna-péndulo. Um exemplo de uma coluna com
absorsor pendular € apresentado. A seguir, é realizada uma correlacdo do sistema
coluna-péndulo com um modelo discreto, donde sdo obtidas as equacdes de
movimento que representam um sistema coluna-péndulo com dois graus de
liberdade. Por fim, faz-se uma analise linear das equagdes de movimento do

sistema, obtendo-se algumas relagdes 6timas para o sistema de absorcao.

4.1. Solucéo Modal

Para analisar o sistema coluna-péndulo, ¢ utilizado o método de Rayleigh-
Ritz. Esse método apresenta-se como uma boa ferramenta na analise linear e ndo-
linear, quando tem-se um sistema que apresenta condi¢Ges de contorno e equacdes
diferenciais ndo-lineares complexas. O método consiste na substituicdo, no

funcional de energia, de uma fungéo de aproximacdo, f,, para a deflexdo da

coluna, usualmente na forma de séries:
b
fb :ZAj¢j (4.2)

onde A; sdo constantes que multiplicam as funcGes ¢; e b € o numero de termos

necessario para a descri¢cdo do campo de deslocamentos com a precisdo desejada.

As fungdes ¢; sdo dadas pelos modos de vibragoes das colunas apresentadas no

capitulo anterior.
Substituindo-se a expressdo (4.1) no funcional de energia (2.52) e
integrando-se a expressao resultante, tem-se uma expressdo em termos das

constantes Aj e .
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As constantes A; e ¢ sdo determinadas utilizando o principio de Hamilton

e a expressao discretizada do funcional de energia. Portanto, tem-se b+1

equac0es de equilibrio, encontradas a partir de:

Ly dfdy ), j=1.b (4.2)
oA; dt| oA, '
oL, dféL
9 9
—2——| =0 ,
GlY dt(&@] (43)

Assim, chega-se a um sistema de equacdes algebricas com as amplitudes A,

e ¢ como sendo as Unicas incognitas do problema, resultando em um problema de
autovalor, onde as freqliéncias naturais sdo 0s autovalores e 0s autovetores oS

respectivos modos de vibracao.

4.2. Exemplo

O exemplo trata de um sistema coluna-péndulo, onde a coluna tem secéo
transversal constante e estd sujeita a um carregamento axial devido ao peso

proprio. O sistema em estudo € apresentado na Figura 4.1.
6m
T

360 m

Figura 4.1: Exemplo em estudo.

Os demais parametros do sistema sdo:
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e L =360m, comprimento da coluna;
e A=2.976m? &rea da secdo transversal da coluna;

e p=4176 Kg/m® massa por unidade de volume da coluna;

e E =2.1x10"N/m? modulo de elasticidade da coluna;

e | =133.61m" momento de inércia da secio transversal da coluna;
e m=44740Kg, massa do péndulo (1.0% da massa total da coluna);
e | =6.0m, comprimento da haste do péndulo;

e g =09.81 m/s? aceleragio da gravidade.

Esses dados foram baseados no trabalho de Pinheiro (1997), que considerou
uma torre de se¢do variavel com 362.7m de altura e uma massa total de 4473.9 t.

Seguindo a teoria classica para sintonizagao do absorsor tem-se, para esses
dados, que a frequéncia do péndulo isolado é aproximadamente igual a primeira

freqGiéncia natural da coluna sem absorsor (@, ~ @,) .

Adotando a metodologia do item 4.1, considerando os trés primeiros termos

de (4.1), obtém-se as quatro equagdes de movimento do sistema coluna-péndulo.

?"Ogﬂju Mg(-0.78A, +0.21A, + 0.54A, )+ 0.25MLA,
L . .. A (4.4a)
+m(A, - A, + A, )+ ml(cos(0)d —sen(6)6? )= 0
% +Mg(0.21A, —4.32A, —0.94A, )+ 0.25MLA,
- m(A1 A+ AS)— ml(cos(e)é —sen(6)6° )z 0 (4.40)
%+ Mg(0.54A, —0.94A, —12.47A,)+ 0.25MLA,
+ m(A1 A+ A3)+ ml(cos(e)é —sen(e)éz): 0 (4.4c)
mglsen(&) + ml %8 + mI(A1 A+ Ag)cos(e) =0 (4.4d)

onde A; e ¢ sdo as incognitas do problema.

E importante ressaltar que M = Ap e que 0 carregamento axial para esse

caso € dado por N =qg(L—x), onde q=Mg.
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Para obter as freqliéncias naturais e os modos de vibragdo é necessario que

as equagdes de movimento (4.4) sejam linearizadas. Para linearizar, considera-se
sen(¢) =6 e cos(d)=1. A seguir, adota-se como solugdo A, (t)zﬂje‘”it e
O(t) = Ge™ . Entdo, tem-se que o sistema de equacdes de movimento (4.4) se

reduz ao sistema de equacdes algébricas:

SO%IA | Mg(-0.78A, + 0214, + 0544, )+ 0.25MLw? A,
- B (4.5a)

+ ma)z(Al —A+ As)+ Mo’ =0

12L98EIR, | Mg(0.21A, - 4.32A, - 0.94A, )+ 0.25MLw? A,
i Y - (4.5b)

~mo’ (A - A, + A )-mlo’d =0

PLOEWA | Mg(0.54A, ~094A, ~12.47A, )+ 0.25MLa? A,
L o . - (45C)

+ ma)z(Al —A+ A3)+ mlo®0 =0
mgld +mi’w?d +mlw?® (A - A, + A,)=0 (4.5d)

Com as equagdes e os parametros do problema definidos pode-se obter o
sistema (4.6) do qual tém-se as freqliéncias naturais e 0s respectivos modos de

vibracao.

|IK-0’M|=0 (4.6)

Em (4.6) M é matriz de massa, K, a matriz de rigidez, e w, a freqiéncia
natural do sistema coluna-péndulo.
As quatro primeiras freqiéncias naturais do sistema acoplado séo

apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Frequéncias naturais do sistema (rad/s).

®, w, w, o,

1.144791021 1.401425568 8.053438208 22.59139432
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Determinadas as freqiiéncias naturais, pode-se obter a configuracdo dos

modos de vibracdo do sistema, que estdo apresentados na Tabela 4.2 e Figura 4.2.

Os mesmos estdo normalizados de modo que as amplitudes maximas sejam

unitarias.

Tabela 4.2: Modos de vibracéo do sistema.

Constantes &, b, b, b,
A 0.78372 0.65126 -0.00009 -0.00002
A, -0.00356 0.00378 0.12867 0.00003
A, 0.00032 -0.00057 0.00005 -0.09135
0 0.53022 -0.64364 0.022 0.01528
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Figura 4.2: Modos de vibracao do sistema coluna-péndulo.
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4.3. Justificativa para o Modelo de dois Graus de Liberdade

Com essa calibracdo, o péndulo tem grande influéncia no primeiro e
segundo modo de vibracdo. Comparando o terceiro e quarto modo da coluna com
e sem péndulo, verifica-se que a influéncia do péndulo sobre esses modos é
desprezivel, o mesmo ocorrendo com as frequéncias naturais associadas a esses
modos, que s&o bem superiores as duas primeiras. No segundo modo de vibragao
0 péndulo atinge seu maior deslocamento angular. Como o péndulo tem apenas
influéncia no primeiro e segundo modo de vibracdo, adota-se para a analise do
sistema um modelo simplificado com dois graus de liberdade, um grau referente
ao deslocamento transversal da coluna e outro referente ao deslocamento angular

do péndulo.

4.3.1. Equagdes N&o-Lineares do Modelo de Dois Graus de Liberdade

As equacdes de movimento do sistema coluna-péndulo com dois graus de
liberdade é obtida, novamente, através da metodologia explicitada no item 4.1.
Considerando o primeiro termo da expressao (4.1), tem-se que o sistema de
equacdes de movimento é dado por:

(0.25ML + m ) + (3'0535 - O.78ngw+ ml(é cos(6) — ézsen(e))z 0 (479
ml26 + mglsen(@) + miwcos(d) = 0 (4.7b)

onde w é o deslocamento transversal da coluna e &, o deslocamento angular do
péndulo.

4.4. Correlacdo com o Modelo Discreto de Dois Graus de Liberdade
O sistema coluna-péndulo pode ser correlacionado com um modelo discreto

de dois graus de liberdade, ou seja, o sistema massa-péndulo apresentado na

Figura 4.3.
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Figura 4.3: Sistema discreto massa-péndulo.

Na Figura4.3 M, C, e K, sdo a massa, o coeficiente de amortecimento e
a rigidez elastica da massa do sistema discreto, respectivamente, F, é a amplitude

da forga de excitacdo e ,, a freqiiéncia de excitagdo. Ja my, C ,, K, I, sdo,
respectivamente, a massa do péndulo, o seu coeficiente de amortecimento (néo
representado na Figura 4.3), a rigidez e o comprimento da haste do péndulo.

As equacdes de movimento do sistema discreto sdo obtidas usando-se a
equacdo de Lagrange em sua forma fundamental para coordenadas generalizadas

Q;, que séo dadas por:

dam)_o(m), av)  oE)
dt o9, oq, aq; aq;

Q (4.8)

onde T € a energia cinética, V a energia potencial, E a energia dissipada e Q a

forca genérica externa.

As parcelas de energia sdo deduzidas da Figura 4.3, a saber:

1 1,

T:EMdWZ'FEde (49&)
1o w2 1 2
szKdW +mdgh+EKpd<9 (4.9b)
1 1

E = Ecdv‘v2 +Ecpdé2 (4.9¢)
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Sabendo que h e v® sdo dadas pelas expressdes (2.38) e (2.42),

respectivamente, tem-se que as expressoes de energia tomam a forma:

T =%de2 +%md (W2 + 21 O cos(8) +1262) (4.10a)
1 2 I l 2
\Y =5de +m,g (1—cos(0))+§Kpd<9 (4.10b)
1., 1.
E =EC"WZ +Ecpd92 (4.10c)

Aplicando a equacdo de Lagrange e adotando como coordenadas

generalizadas w e & tem-se o sistema de equacdes de movimento.

(M, +my Wi+ CyW+ K w+m,l, (6 cos(6) —9zsen(9)): Fosen(w,t)  (4.11a)
myly 0 +C 40 + K 40 +m,glysen(8) + myl ,Weos(d) =0 (4.11b)

Entdo, faz-se uma correlacdo entre o sistema dado em (4.7), com o sistema
da expresséo (4.11), resultando nas equacOes de movimento que serdo estudas no
decorrer desse trabalho:

(0.25ML + m Wi + Cv + (3'0935 - 0.78Mg]w+ mlé cos(@) —
L (4.12a)

ml&?%sen(d) = F,sen(w,t)
ml?g+C 6+ K 6+ mglsen(d) + mvicos(d) = 0 (4.12b)

Para facilitar a analise paramétrica, as equacdes de movimento (4.12) séo

transformadas em equacgdes adimensionais. Para isso sdo adotados 0s parametros:

u4=m/0.25ML, C/0.25ML =20, K/0.25ML=0w,’,
2 2 2
C,Im=25 01", gll=0,"e F;/0.25ML =w,o.".
onde o, € a frequiéncia natural da coluna, @, a frequéncia natural do péndulo, &,
a taxa de amortecimento da coluna, &, a taxa de amortecimento do absorsor

pendular e w,, 0 deslocamento estatico do sistema principal.
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Além disso, considera-se w=1¢, onde ¢ é o parametro adimensional de
deslocamento da coluna. Ainda, utilizando a variavel auxiliar 7 = w,t, onde o, é

a freqiéncia de excitacdo, chega-se as equagfes de movimento

adimensionalizadas:

2
A+ )¢, +2E, &4,4{&} ¢ + b, cos(d) —
o, @,
2 (4.133)
u0,.”sen(0) = ¢, [Q—J sen(r)
a)e
w 0] 2
uO,  +2ué, —=0, +ud, . cos(6) + y(—"} sen(@) =0 (4.13b)
a, ,

onde ¢ refere-se ao parametro adimensional do deslocamento estatico.

Chegando as equacdes de estado:

Vi=Y, (414a)

2 2
Cs(wcj sen(r) - 2, “t y, _(w‘:j Yy = 14, C0S(Y,) + 4y, sen(y,)
o, @ @,

e e e

L+ u)

(4.14b)

YZ:

Ys =Y, (4.14c¢)
. a)p . wp i
Y, =-2&, PRL cos(y,) - — sen(ys)  (4.14d)

e e

onde, y, € o deslocamento, y, ou y,, a velocidade e y, a aceleracéo da coluna, e
y, € o deslocamento, y, ou y,, a velocidade e y, a aceleragdo do péndulo

absorsor.

4.5. Relacéo Frequéncia-Amplitude da Coluna com Péndulo Absorsor

Introduzindo-se um absorsor em um sistema de um grau de liberdade busca-

se, obviamente, reduzir as amplitudes dos deslocamentos do sistema principal.
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Assim, em um sistema massa-mola sob excitacdo harmdnica, Den Hartog (1956),
apud Pinheiro (1997), indica que a freqliéncia do absorsor deve ser escolhida de
forma a igualar-se com a freqiiéncia da perturbacdo. Nessa condi¢cdo, e na
auséncia de amortecimento, a massa principal ndo vibra, pois o sistema de
absorcdo oscila de forma que a forga criada por sua presenca é igual e oposta, a
todo instante, a forca de excitacdo. Com base nesses conceitos, pretende-se obter
relacdes semelhantes para o absorsor pendular.

E necesséario que as equacbes de movimento (4.12) sejam linearizadas,
sendo que, para facilitar a analise, tomou-se a rigidez do péndulo nula. As

equacOes de movimento linearizadas séo:

3.09El

s

(0.25ML + m )i + Cv’v+( O.78Mg]w+ mld = Fsen(w,t)  (4.15a)

ml?6 +C 6+ mgld + mlvi = 0 (4.15b)

Adotando como solugio w=we'* e @=0e'", chega-se as equacdes

algébricas:

L3

H&OQEI _0.78M9j_Ca)e —(m+0-25ML)we2}W_m'we25= Fo (4169)

—mlo, W+ [ml(g - 10,”) + C,,i]p =0 (4.16b)

Para facilitar o desenvolvimento adotou-se:

0, = (3'0|_93E' —0.78ng—Ca)e — (M +0.25ML)w,’ (4.17a)
0, —-mla” (4.17b)
Q, =mi(g - |6092) (4.17¢)

Com isso tem-se as amplitudes do deslocamento horizontal da coluna e do

deslocamento angular do péndulo, que sdo:
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F,(Q; +Cra,i)
Qle _Q22 +Q1CPa)ei
B FOQZ
Q1Q3 _Q22 +Q1CPa)ei

|
I

(4.18a)

|
[

(4.18b)

Aplicando algumas operacfes de nimeros complexos na equacéo referente
ao deslocamento horizontal (4.18a), tem-se que a sua magnitude no dominio dos
reais é dada por:

3.09El

(_jz ( : —O.78ng2(Q32+(CPa)ei)2)

@@, -Q,2f +@QC,a.i)?

(4.19)

F
sendo, w,, = °

(3.09EI _0.78ng

L3

Da expressdo (4.19) obtém-se o fator de amplificacdo de deslocamento da

coluna, que é dado, em sua forma adimensional, por:

EA _\/ (lu‘gz_/uwz) +(21ué:p19w)2 (420)

© (w8 - uo 260 -0t - pa®) - gt | + 2020 -0 — po?)ué, 9 )

onde 4 € arelagdo entre a freqtiéncia natural do absorsor pendular e a freqiiéncia
natural da coluna; x a razéo entre as massa do péndulo e a massa modal da
coluna e @ a relagcdo entre a freqiiéncia de excitagdo e a freqiiéncia natural da
coluna.

Nas Figuras 4.4 e 4.5 mostram-se a variacdo do fator de amplificacdo de
deslocamento e rotacdo no topo da coluna, respectivamente, com a relacéo entre a
freqiéncia de excitacdo e a frequéncia natural da coluna, @, para niveis

crescentes de amortecimento do péndulo absorsor.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410763/CC


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0410763/CC

82

Col. Criginal
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Figura 4.5: Comportamento do fator de amplificacdo da rotagéo no topo da coluna.

Observa-se que as amplitudes de deslocamento e rotacdo da coluna séo
proporcionais. Nota-se na Figura 4.4 que, comparando 0 comportamento da
coluna com e sem absorsor, tém-se que o péndulo ndo-amortecido causa a maior
reducdo das amplitudes da coluna na regido de ressonancia, mas gera duas regides
proximas onde se faz sentir o efeito da ressonancia relativas aos dois primeiros
modos de vibragio. A medida que se aumenta 0 amortecimento do péndulo esses
picos decrescem até atingir um valor 6timo. Se o amortecimento for aumentado
além desse limite a amplitude maxima de vibracdo volta a crescer, e a eficiéncia
do péndulo absorsor vai decrescendo até que praticamente desaparece, como se

observa na resposta para &, =1.0.

Nota-se, ainda, que as cinco curvas para os diferentes valores de

amortecimento do péndulo absorsor passam pelos pontos P e Q.
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O projeto 6timo dos absorsores passivos, tal como proposto por Den Hartog

(1956), € baseado na determinagdo dos valores de § e &, que fazem com que 0s

pontos invariantes P e Q estejam a uma mesma altura e que o mais alto pico de

amplitude passe por um deles. Ainda, esse critério assegura que a curva de

resposta em frequiéncia da massa primaria sera a mais plana possivel, tornando o

absorsor eficiente em uma maior faixa de fregtiéncias.

Entdo, inicialmente, é necessario encontrar os valores de @ para 0s pontos

invariantes, onde FA, seja independente do fator de amortecimento &, .

Reescrevendo a expressao (4.19) na forma:

onde,

2
D, :(3'095 —0.78|v|gj Q,’

L3
D; = lea’e2

D, = (Qle - sz )2

(4.21)

(4.22a)

(4.22b)

(4.22c)

(4.22d)

pode-se visualizar, na expressao (4.22), que D, e D, independem de C,, e que

D, e D, sdo proporcionais a C, . A resposta sera independente de C  se

D,/D, =D, /D,, 0que ocorre nos pontos P e Q.

Resolvendo essas equagOes, obtém-se uma equacéo a ser resolvida em @, ,

cujos valores sdo os dois pontos independentes do amortecimento do absorsor.

Q24 - 2Q1Q3Q22 =0

(4.23)
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Substituindo os valores de Q,, Q, e Q, em (4.23), obtém-se a expresséo

(4.24), que representa a solucdo da expressao (4.23). Além das solucdes triviais, a

equacdo fornece os valores de @, nos pontos P e Q. Séo estas:

ol +o U w0’ ~20 0 rolArw®
a)eP—Q = |

- (1+2)

Com os valores de @, obtidos nos pontos P e Q, é necessario ajustar a

relacdo de freqliéncias & para que esses pontos tenham a mesma ordenada. Para

isso, deve-se substituir @, na expressdo (4.19), obtendo uma ordenada para a

amplitude de deslocamento. Fazendo 0 mesmo para @,,, tem-se a ordenada desse

eQ !
outro ponto. Igualando as duas, chega-se a equacdo que determina a calibracéo

6tima do péndulo com a estrutura:

[eemrfAz] Reen] o om

Tomando-se 0 primeiro termo da expressdo (4.25), tem-se que a razéo de

sintonia 6tima é:
'gétimo = a)_P = (426)

O segundo termo da expressdo (4.25) fornece as outras solugbes, mas como
essas possuem forma complexa, ndo tém significado fisico.

Com a expressdo (4.26), fica garantido que os pontos P e Q possuem a
mesma ordenada. Para determinar o valor dessa ordenada é necessario substituir

uma das raizes de (4.24) em (4.21), adotando a relacédo (4.26). Assim obtém-se:

FA{_étimo = [1+— (427)
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Se a inclinacdo da curva de resposta for igualada a zero em cada um dos

pontos invariantes, obtém-se para 0 amortecimento do absorsor pendular:

1
Y (4.28)
T gl )

=
1
w
+

Segundo Den Hartog (1956), uma boa estimativa para &, 6timo € o valor

médio da expressao (4.28).

_|_3u
é:pétimo - 8(1+,Ll) (429)

Na Figura 4.6 comparam-se algumas curvas para diferentes valores de &,

com a curva obtida com a calibracdo 6tima, dada por & =0.1201.

pétimo

Col. Original

=

— - - £,=0.1201
e E =D

1.6

Figura 4.6: Comportamento do fator de amplificacdo de deslocamento da coluna para o

ajuste étimo.

Nota-se na Figura 4.6 que, para um x=0.04 e & =0.0, a resposta é

bastante sensivel a alteracfes em @ , pois qualquer mudancga da magnitude de @
6timo na regido de ressonancia leva a um alto valor de amplitude. Isso pode ser

provocado, por exemplo, por variacdes na freqiéncia de excitacdo. Segundo
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Franchek (1995), para reduzir a sensibilidade de @ pode-se aumentar a

magnitude da relacdo de massas u, aumentando, assim, a largura da faixa entre
0s picos de ressonancia. Apresenta-se na Figura 4.7 o comportamento das
amplitudes para diferentes magnitudes de x e &, =0.0. Observa-se que, quanto
maior a relacdo de massas, x, maior é a largura da faixa entre os picos de

ressonancia, diminuindo assim a sensibilidade do sistema e conseqiientemente de

variacdes na excitacdo e na frequiéncia da prépria estrutura.

Figura 4.7: Comportamento do fator de amplificacdo de deslocamento da coluna para

diferentes relagtes de /.
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