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Apêndice A – 
Coeficientes das Equações de Conservação 

Neste item serão apresentados os coeficientes, na forma linearizada, das 

equações de conservação de massa e quantidade de movimento apresentadas 

no capítulo 4 – equações (4.5), (4.7), (4.9) e (4.10). 

 

A.1. 
Equação de conservação de massa para o líquido 

Os coeficientes da equação (4.5), equação de conservação de massa para 

o líquido, são os seguintes,  
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A.2. 
Equação de conservação de massa para o sólido + líquido 

Os coeficientes da equação (4.7), equação de conservação de massa para 

sólido + líquido, são os seguintes,  
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A.3.  
Equação de quantidade de movimento para a Região 1 

Os coeficientes da equação (4.9), equação de conservação de quantidade 

de movimento para a Região 1, são os seguintes,  
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A.4. 
Equação de quantidade de movimento para a Região 2 

Os coeficientes da equação (4.10), equação de conservação de 

quantidade de movimento para a Região 2, são os seguintes,  
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Apêndice B – 
Deslizamento Sólido-Líquido no Leito 

A força de arraste pode ser estimada conforme mostrado aqui. A partir da 

definição de concentração volumétrica de sólidos e do volume de uma esfera 

equivalente ao tamanho médio das partículas sólidas, obtemos para o número 

de partículas pn , num volume correspondente ao comprimento do tubo, sΔ . 
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= Δ
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 (B.1) 

 

O balanço de forças entre os dois extremos deste segmento para equilibrar 

a força de arraste atuante sobre todas as partículas conduz a, 
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Levando (B.1) em (B.2) vem, 
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Para uma esfera num meio infinito podemos estimar o coeficiente de 

arraste, Stuckenbruck (2005) 
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onde 
( )Re l su u dρ

μ
−

= . 

 

A expressão (B.3) não leva em consideração o efeito de uma partícula 

sobre outra. O experimento de Rowe (1961) sugere que, para estes casos, o 

fator p s DC Cϕ =  deve ser representado por,  

 

 ( )p D sC Cϕ ψ=  (B.5) 

Onde 

 

 ( ) 4,7( ) 1s sC Cψ −= −  (B.6) 

 

Portanto, a expressão para uma massa de partículas para a queda de 

pressão é, 

 

 
( ) ( ) ( ) ( )4,7 21 2 1 2 3 11

2 2
lD D

s D l s

p p g h h
C C u u

s s d
ρ ρϕ −− + −Δ

= = − −
Δ Δ

 (B.7) 

 

Se o duto formar um ângulo θ  com a horizontal (θ  positivo para duto 

ascendente), então temos, 

 

 ( ) ( )4,7 23 1sin 1
2 2

lD
s D l s

p g C C u u
s d

ρρ θ −∂⎛ ⎞− + = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (B.8) 

 

Admitindo escoamento laminar ( )Re 1< , 
24
ReDC =  e resolvendo para a 

velocidade, obtém-se, 

 

 
( ) 4,72 1 9

sen sens
l s

d C p pu u g g
z z

κρ θ ρ θ
μ μ

−− ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (B.9) 

 

Onde  

 

 
( )4,72 1

9
sd C

κ
−

=  (B.10) 
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Que pode ser reconhecida como a equação de Darcy para meios porosos, 

onde κ  é a permeabilidade do meio. Fazendo 1 d mm= e 0,65sC =  temos 

108 10κ −= ⋅ , um valor razoável para esta porosidade. Uma permeabilidade de 

1Darcy ( )21210 m
Darcy

−  corresponde a 0,3 d mm≈ ; de novo, um valor bastante 

realístico. 

Para escoamento turbulento ( )Re 1>> , 
0

0, 44D DC C= = , e a diferença de 

velocidades torna-se, 

 

 
1

2

sinl s t
pu u k g
z

ρ θ⎡ ⎤∂⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎝ ⎠⎣ ⎦
 (B.11) 

 

Onde, 

 

 
( )

0

4,74 1
3

s
t

D

d C
C

κ
ρ
−

=  (B.12) 

 

B.1 
As equações de Kozeny (1974) e Ergun (1952) 

Na literatura clássica que trata do escoamento unidimensional num meio 

poroso este é representado por uma equação de conservação de massa e outra 

de quantidade de movimento. Para sólido estacionário esta tem a forma,  

 

 2sin l
l l

p g u u
s

λρμρ θ
κ κ

∂⎛ ⎞− + = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (B.13) 

 

A equação, que tem caráter de uma lei constitutiva, define os parâmetros 

κ  e λ . Duas expressões que definem estes parâmetros são devidas a Kozeny 

(κ ) e Ergun (λ ). 
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( )

( )

2 3

2180 1

0,012
1

δ φκ
φ

δλ
φ

=
−

=
−

 (B.14) 

 

Onde δ  e φ  representam o comprimento característico e a porosidade do 

meio, respectivamente. Observe que 1 sCφ = −  e [ ] [ ]mδ = . 

O primeiro termo da equação (B.13) reflete a condição de escoamento 

laminar no meio poroso, enquanto que o segundo o escoamento turbulento, 

também identificado como equação de Forchheimer. Naturalmente, o coeficiente 

κ  (permeabilidade) na equação (B.13), equivale àquele definido na equação 

(3.45), enquanto da comparação das equações (B.11), (B.12) e (B.14) obtemos 

2
t

L

κκ
λρ

= . 

Para se ter uma idéia de valores numéricos, a Tabela B.1 mostra os 

valores de κ  e tκ  obtidos pelas equações (B.10) e (B.12), identificados por 

TESE, e pelas equações (B.14), K-E, para 0,65sC =  e 1 mmδ = . Os resultados 

mostram uma surpreendente concordância entre o desenvolvimento aqui 

representado com os modelos de Kozeny-Ergun, ambos baseados em 

modelagem teórica e experimentos. 

 

Tabela B.1 – Comparação dos valores de κ  e tκ . 

Modelo 
Parâmetro

TESE K-E 

κ  108 10−⋅  105,6 10−⋅

tκ  41,5 10−⋅ 41,7 10−⋅  
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Apêndice C – 
Relações Geométricas no Círculo 

Tratamos das relações geométricas para as condições existentes entre 

dois cilindros constituindo um anular, podendo estes estar fora de centro.  

A geometria pode caracterizar as condições existentes num escoamento 

bifásico entre os cilindros, como: i- gás na parte superior e líquido na inferior;  ii- 

líquido na parte superior e leito sólido na parte inferior. 

 

Excentricidade  
Se não forem concêntricos, os cilindros são admitidos estar posicionados 

de forma que suas linhas de centro estejam ao longo da vertical.  

A excentricidade ( e ) é a medida da distância entre os centros dos 

cilindros, sendo considerada positiva quando o centro do cilindro interno estiver 

abaixo do centro do cilindro maior. A excentricidade deve ser especificada com 

valor negativo para designar a situação oposta; i.e., o centro do cilindro interno 

acima do centro do cilindro externo.  

 

C.1 
Equações básicas 

 

2

1

1

1

R
R

e
R

h
R

ζ

η

=

∈=

=

 (C.1) 

 

 

* 2
1 1

* 2
2 2  

A R

A R

π

π

=

=
 (C.2) 
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*
1 1

*
2 2

2

2   

P R

P R

π

π

=

=
 (C.3) 

 

 
( )

* *
1 3 1 2

2 2
1 2

L

L

A A A A A

A R Rπ

= + = −

= −
 (C.4) 

 

 31
1 31 1

L L

AA
A A

α α= = − = −  (C.5) 

 

 
1 2

1 2

i

s

h R R e

h R R e

= − −

= + −
 (C.6) 

 

Portanto, 

 

 1iη ζ= − −∈ (C.7) 
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C.2 
Caso 1 ( ih h< ) 

 
Figura C.1 – Esquema dos ângulos para um anular excêntrico – Caso 1. 

 

 ( )1
1

1 cos 2h
R

η β= = −  (C.8) 

 ( )1 2arccos 1β η= −  (C.9) 

 3 1 1
*
1

sin
2

A
A

β β
π

−
=  (C.10) 

 
**

3 3 3 11
3 * 2

1 1L L

A A A AA
A A A

α
ζ

= = =
−

 (C.11) 

 1
1 31

L

A
A

α α= = −  (C.12) 

 ( )13
1

1

2sin 2P
R

β=  (C.13) 

 31
1

1

P
R

β=  (C.14) 

 ( )
*

11 31 121
1

1 1

2 1 2sinP P PP
R R

π ζ β− +
= = + −  (C.15) 

 1
1

1

4
H

AD
P

=  (C.16) 

 3
3

3

4
H

AD
P

=  (C.17) 
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C.3 
Caso 2 ( i sh h h< < ) 

 
Figura C.2 – Esquema dos ângulos para um anular excêntrico – Caso 2. 

 

 
( )1

2

cos 212arccos 2arccos
βηβ

ζ ζ
⎛ ⎞−∈⎛ ⎞− −∈

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (C.18) 

 ( ) ( )23
1 1 2 2*

1

1 sin sin
2

A
A

β β ζ β β
π
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦  (C.19) 

 
( ) ( )

( )
2**

1 1 2 23 3 3 11
3 * 2 2

1

sin sin
1 2 1L L

A A A AA
A A A

β β ζ β β
α

ζ π ζ
− − −

= = = =
− −

 (C.20) 

 1
1 31

L

A
A

α α= = −  (C.21) 

 ( ) ( )13
1 2

1

2 sin 2 sin 2P
R

β ζ β⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (C.22) 

 31
1

1

P
R

β=  (C.23) 

 
*

3 31 23
1 2

1 1

P P P
R R

β ζβ−
= = +  (C.24) 

 1
1

1

4
H

AD
P

=  (C.25) 

 3
3

3

4
H

AD
P

=  (C.26) 
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C.4 
Caso 3 ( sh h> ) 

 
Figura C.3 – Esquema dos ângulos para um anular excêntrico – Caso 3. 

 

 ( ) 23
1 1*

1

1 sin 2
2

A
A

β β πζ
π
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  (C.27) 

 
( )

( )
2**

1 13 3 3 11
3 * 2 2

1

sin 2
1 2 1L L

A A A AA
A A A

β β πζ
α

ζ π ζ
− −

= = = =
− −

 (C.28) 

 1
1 31

L

A
A

α α= = −  (C.29) 

 ( )13
1

1

2sin 2P
R

β=  (C.30) 

 31
1

1

P
R

β=  (C.31) 

 
*

11 31 121
1

1 1

2P P PP
R R

π β− +
= = −  (C.32) 

 

 
*

3 31 23
1

1 1

2P P P
R R

β πζ+
= = +  (C.33) 

 1
1

1

4
H

AD
P

=  (C.34) 

 3
3

3

4
H

AD
P

=  (C.35) 
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Apêndice D – 
Adimensionalização das Equações 

Foi desenvolvida uma forma adimensional das quatro equações de 

conservação. Este processo requereu a escolha de parâmetros de referência 

para o comprimento, velocidade, tempo e algumas propriedades físicas. 

Escolhidos adequadamente, os diversos termos da equação tendem a ter a 

mesma forma da expressão original, alguns dos quais multiplicados por 

parâmetros adimensionais, como os números de Reynolds, Froude, relações 

entre comprimentos relevantes da geometria, etc. 

Assim, iniciou-se com a definição dos seguintes parâmetros para o 

comprimento, velocidade e tempo, respectivamente, 

 

    ;     ;     ;  l R
R R R R l

T R

Q LL u t
A u

ρ ρ= = =  (D.1) 

 

Onde RL  é o comprimento da tubulação, TA  a área da seção livre para 

escoamento, lQ  a vazão do líquido e lρ  a densidade do líquido. 

Desta forma definimos as variáveis adimensionais (com o sinal + como 

superscrito), 

 

    ;     ;     ;  i RR
i

R R R R l

q Luz u tz u t t q
L u t L Q

+ + + += = = = =  (D.2) 

 

Reescrevendo as equações em função dessas variáveis obtemos, 

 

a) Continuidade – Líquido: 

 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 2 2 2 21 l s
S l l s sl l

T

q qC u u u K u
z z z A

α α α α+ +∂ ∂ ∂
⎡ ⎤− + + + − =⎣ ⎦∂ ∂ ∂

 (D.3) 
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b) Continuidade – Sólido + Líquido: 

 

 ( ) ( )1
1 1 1 2 2 2

S
S S S S S

T

qC u u
t z t z A
α α α α+
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 (D.4) 

 

c) Quantidade de Movimento – Região 1 

 

 
( ) ( )

( )

* *2 1
1 1 1 1 *

1

1 1 1 12 * *
1 1

1  
R

R R
b i i wl wl i C

L R R

pu u
t z z

L Lgsen P P F
Fr D D

αα α
ρ

α θ τ τ τ
ρ ρ

+
+ +

+ + + +

+ + + + + +
+ +

∂ ∂ ∂
+ = − −

∂ ∂ ∂

⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦

 (D.5) 

 

d) Quantidade de Movimento – Região 2 

 

 
( ) ( )

( ) 2 2

* *2 2
2 2 2 2 2* 2

2

*
2

1  
RL

R
b i i wl wl

R

pu u gsen
t z z Fr

L P P
D

αα α α θ
ρ

τ τ τ
ρ

+
+ +

+ +

+ + + + +
+

∂ ∂ ∂
+ = − − −

∂ ∂ ∂

⎡ ⎤− + +⎣ ⎦

 (D.6) 

 

Onde os seguintes parâmetros são definidos, 

 

 2     ;     
R

R
L R T

R

uFr D A
gL

= =  (D.7) 

 

Onde 2
RLFr  é o número de Froude 

 

 
12 2    ;         ;     j j C

j j C
RR R R R R

P FP F
Du D u

τ
τ

ρ ρ
+ + += = =  (D.8) 

 

Observe que a expressão para a força de Coulomb pode ser generalizada 

na seguinte forma, 

 

 ( ) 2
22 ( ) cosC c S S l TF C gR Gμ ρ ρ β θ= −  (D.9) 
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Onde ( )TG β  inclui a expressão para o coeficiente G , conforme definidos 

nas equações (3.37), (3.38) e (3.39).  

Da definição da forma adimensional para CF  em (D.8) obtém-se a 

expressão, 

 

 12

12 1 ( )cosS
C c S T

R R l

RF C G
D Fr

ρμ β θ
ρ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (D.10) 

Onde 

 

 R
R

uFr
gR

=  (D.11) 

 

Portanto, definiram-se os parâmetros de referência em (D.1), o sistema 

depende, além desses, de cinco parâmetros adimensionais: R

R

L
D

, 
R

R
L

, s

l

ρ
ρ

, 

RLFr  e RFr . Os outros parâmetros relevantes são as concentrações de sólidos 

na suspensão e no leito, os coeficientes para os deslizamentos nessas regiões, 

a razão dos diâmetros e a excentricidade dos dutos. O problema depende, 

portanto, de um elevado número de parâmetros; o que justifica a tendência da 

literatura de resolver esse tipo de problema na forma dimensional. 
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