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3
Analise Envoltéria de Dados

3.1.
Introducéo

A producdo de qualquer bem ou servico é realizada mediante uma
tecnologia que transforma um conjunto de insumos (inputs) em um conjunto de
produtos (outputs). As diversas maneiras de efetuar esta transformacao formam o
Conjunto de Possibilidades de Produgdo (CPP), conforme ilustrado na Figura 6,
para o caso de x unidades de um tipo de insumo ser utilizado na producéo de y

unidades de um tipo de produto.
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Figura 6: Conjunto de Possibilidades de Producéo e fronteira de produgéo

Na Figura 6, qualquer ponto (X,y)eCPP indica uma maneira
tecnologicamente viavel de transformar uma quantidade x de insumo em uma
quantidade y de produto. No entanto, devido as restri¢cbes de natureza tecnoldgica,
0 CPP é limitado pela funcdo fronteira de produgdo ( y=f(x) ), que indica a
maxima quantidade de produto que pode ser obtida a partir de uma quantidade
fixa de insumo, ou ainda, o0 minimo volume de insumo necessario para um
determinado nivel de producéo.

Portanto, para uma tecnologia dada, a fronteira de producéo caracteriza o

minimo conjunto de inputs necessarios para produzir quantidades fixas de outputs
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(orientacdo segundo a Otica do insumo ou orientacdo a inputs), ou de forma
analoga, a fronteira de producdo caracteriza a maxima producdo possivel dada
uma quantidade fixa de insumos (orientacdo segundo a odtica do produto ou
orientacdo a outputs).

Na definicdo de Pareto-Koopmans (Lins & Meza, 2000), um processo de
producdo € tecnicamente eficiente se um incremento na quantidade de qualquer
produto, requer um incremento na quantidade de algum insumo ou a reducdo da
quantidade de outro produto. De forma analoga, um processo de produgdo €
tecnicamente eficiente se a redugdo na quantidade de qualquer insumo requer o
incremento na quantidade de outro insumo, para manter o mesmo nivel de
producédo, ou a reducdo na quantidade de algum produto.

Assim, todo produtor localizado na fronteira é classificado como
tecnicamente eficiente, enquanto o0s produtores no interior do CPP sdo
considerados tecnicamente ineficientes. Por exemplo, na Figura 6, o produtor A é
tecnicamente ineficiente, enquanto os produtores B e C sdo tecnicamente
eficientes. O produtor A é ineficiente, pois com a mesma quantidade de insumo
pode-se obter uma producéo igual a do produtor B, superior a produzida em A. De
forma analoga, o nivel de producdo em A pode ser obtido com uma quantidade de
insumo igual a do produtor C, menor que a usada em A.

A fronteira de produgéo funciona como uma referéncia, em outras palavras,
um benchmark contra o qual comparam-se os desempenhos de diferentes
produtores ou DMUs (Decision Making Units) que atuam no mesmo segmento da
industria. Comparando-se as DMUs com a funcéo fronteira pode-se discrimina-las
em duas categorias: eficientes e ineficientes.

Os desvios em relagdo a funcdo fronteira refletem falhas na otimizacdo da
producdo. Isto sugere que a eficiéncia relativa de um produtor pode ser avaliada
pela distancia dele em relacdo a fronteira, conforme a métrica radial proposta por
Debreu (1951). Esta métrica € um numero no intervalo [0,1] e o produtor é
considerado eficiente se a métrica assume um valor unitario, caso contrario ele é
considerado ineficiente.

Na pratica ndo se conhece plenamente o CPP, portanto, a fronteira €
desconhecida e a eficiéncia de cada produtor ndo pode ser avaliada diretamente
(Cherchye & Post, 2001). De fato, os poucos dados disponiveis limitam-se as
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observacdes acerca das quantidades e precos de insumos e produtos de uma
amostra de produtores que atuam no mesmo segmento da inddstria.

Considere uma tecnologia de producdo que transforma um vetor com s tipos

de inputs X={x1 ,..., X}eR® em um vetor com m tipos de outputs Y ={y; ,...,

ym}e R . Esta tecnologia pode ser representada pelo conjunto de possibilidades

de producéo, definido como :

TOXY) ={ (X)Y) | éviavel transformar Xem Y } (3.1)

Sob o enfoque de conservacao de recursos (orientagéo ao insumo), define-se
a medida de eficiéncia técnica (¢) de uma DMU (X,Y) como sendo a méxima
contracdo radial do vetor de insumos que permite produzir a mesma quantidade de

produtos, i.e.:

Eficiéncia = Min { 8 | (9X,Y) e T(X,Y) } (3.2)

Em 3.2, @ pode assumir um valor menor ou igual a unidade. Um valor
unitério indica que ndo é possivel reduzir a quantidade de insumos e manter a
mesma producdo. Neste caso a DMU situa-se na fronteira eficiente. Caso
contrario, quando @ < 1, ha um excesso de insumos que deve ser reduzido e,
portanto, considera-se a DMU tecnicamente ineficiente.

No enfoque com orientacdo ao produto, a medida de eficiéncia expressa a
maxima expansao radial da producao para uma quantidade fixa de insumos, sendo

definida como:

Eficiéncia = Max { 6 | (X, 8Y) e T(X,Y) } (3.3)

Neste caso, € & maior ou igual & unidade. Um valor unitério para @ indica
gue a DMU localiza-se na fronteira eficiente e que o aumento da producéo sé é
possivel mediante um aumento na quantidade de insumos. Quando & é maior que
a unidade, a DMU ¢é ineficiente, pois sua produgdo situa-se abaixo do nivel
definido pela fronteira eficiente, podendo ser expandida até este nivel.
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Com base nos resultados anteriores e admitindo as hipoteses de rendimentos
constantes de escala e tecnologia convexa Charnes et al. (1978) propuseram o
primeiro modelo DEA, conhecido como CCR ou CRS (Constant Return of Scale).
Neste modelo a eficiéncia é formulada como um Problema de Programacéo Linear
(PPL), onde a funcdo objetivo € a maxima contracdo dos insumos (orientacdo ao
insumo) ou a maxima expansdo da producdo (orientacdo ao produto) e as
restricdes do problema representam o CPP.

Posteriormente, Banker et al. (1984) adicionaram uma combinagédo convexa
como restricdo no modelo CRS, criando um modelo que contempla a hip6tese de
rendimentos variaveis de escala, conhecido como BCC ou VRS (Variable Return
of Scale). Uma caracteristica do modelo BCC é que as DMUs que utilizam a
menor quantidade de algum insumo, ou produzem a maior quantidade de algum

produto, sdo consideradas eficientes.

3.2.
Modelos DEA na versao envelope

A seguir, na Tabela 8 apresentam-se 0s dois modelos na formulacéo
envelope segundo a orientacdo ao insumo, onde N € o total de DMUs analisadas e

o par (X],Y]) representa os vetores de insumos e produtos da j-ésima DMU, j=1,N.

Tabela 8: Modelos com orientacdo ao insumo na formulacéo envelope

Modelo DEA/CRS Modelo DEA/VRS
eficiénciaDMU ;, = Min 6 (3.4) | eficiénciaDMU ;, = Min 6 (3.5)
s.a. s.a.

N N
o= 4X, DWW
szl NJ=1
Yo SZ;/IJ-YJ- " s_z;/ljvj
i= i=
> 0Vj= i N
A; 20v)=1,..,]0,...,N ;ij 1
4; 20vj=1..,]j0,.,N
m-++s restricdes m+s+1 restricdes
N+1 variaveis N+1 variaveis

Denotando a solugdo 6tima dos modelos 3.4 e 3.5 por (€*,4*1,..., A*N), a

DMU jo € eficiente, se e somente se, =1 e todas as folgas nas restricdes sdo
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nulas na solugdo 6tima. Caso contrério, quando #*<1 ou #*=1, porém com folgas
positivas, a DMU jo é ineficiente. Se a DMU jo é ineficiente, algumas das DMUs
analisadas sdo tecnicamente eficientes. Estas DMUs estdo associadas aos
coeficientes 2*;>0 V j=1,N e formam o conjunto de referéncia (peer set) da DMU
jo, OU seja, séo os benchmarks da DMU avaliada.

Para exemplificar a identificagdo dos benchmarks, considere a fronteira de
eficiéncia VRS na Figura 7, onde a DMU ineficiente A é projetada na fronteira

formada pela combinagéo linear das DMUs eficientes B e C (A, - Xz +4c - Xc

As - Yg +Ac - Ye ), definidas como os dois benchmarks para a DMU A.

Output y

Projecdo na
fronteira

A

Input x

Figura 7: Projecéo na fronteira de eficiéncia

Comparando-se as medidas de eficiéncia dos modelos CRS e VRS,
respectivamente, dggs € Qrs, Prova-se que Ars>6ers - COmo mostram Cooper et
al. (2000), a medida de eficiéncia do modelo CRS mede a eficiéncia técnica global
e pode ser expressa como 0 produto de duas componentes: a eficiéncia técnica

pura (&xs) € a eficiéncia de escala.

Eficiéncia _ Eficiéncia " Eficiéncia (3.6)
técnica global técnica pura de escala
(Ocrs) (&rs)

Da equacdo 3.6 tem-se que a eficiéncia de escala é dada pela razéo

Oers | 8irs <1. Uma DMU serd eficiente em escala somente quando 6gzs=1 €

&rs =1, neste caso, a DMU esté operando na escala 6tima.
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Quando s/ &rs <1 @ DMU é€ ineficiente em escala e esta operando fora da

escala 6tima. Uma DMU que exceda a escala 6tima vai apresentar rendimentos
decrescentes em escala, enquanto que uma DMU menor que a escala 6tima opera

com rendimentos crescentes em escala.

3.3.
Modelos DEA na versdo dos multiplicadores

Quando uma DMU transforma x unidades de um tipo de insumo em y
unidades de um tipo de produto, a sua eficiéncia pode ser avaliada pelo quociente
de produtividade total y/x. A generalizacdo, para o caso com multiplos insumos e

multiplos produtos, consiste em calcular o seguinte quociente:

Uy, +u,y, +...+u,y, U-Y _ produto virtual

eficiéncia = = == -
VX, +V,X, +...+V X, V-X  insumo virtual

(3.7)

onde os vetores V=( v , Vo ,..., Vs ) e U=( up , Uz ,.., Up ) denotam,
respectivamente, os pesos atribuidos as quantidades de insumos e produtos.

A escolha das ponderagdes dos s insumos e dos m produtos pode ser
efetuada com o auxilio de um especialista, entretanto, este procedimento introduz
alguma arbitrariedade na determinacdo da eficiéncia. Para evita-la, Charnes et al.
(1978) sugerem que os vetores U e V sejam obtidos por meio do seguinte
problema de programacdo matematica, onde a funcdo objetivo € a eficiéncia da
DMU avaliada (DMUj ):

m s
0=Max ) uisijo | D ik (38)
i=1 i=1
s.a.
m S
Zuiyij ZViXij <1Vvj=1..,j0,.,N
i=1 i=1
u, 20 Vi=1m
v, >0 Vi=1s

A formulagdo acima é interessante, pois permite interpretar facilmente a

eficiéncia de uma DMU como sendo a razdo entre o produto virtual e o insumo
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virtual. Entretanto, o problema de programacdo matematica em 3.8 € um problema
de otimizacdo fracionaria com infinitas solucdes possiveis.
S
Esta situagdo € contornada adicionando-se a restri¢do ZViXi'jo =1 no
i=1
problema 3.8. O resultado é o PPL em 3.9, conhecido como modelo CRS na

formulacéo dos multiplicadores.

Tabela 9: Modelos orientados ao insumo na formulacdo dos multiplicadores

Modelo DEA/CRS Modelo DEA/VRS
6 =Max) Uy o (3.9) | & =Max) uy; o +U, (3.10)
i=1 i=1
S.a. S.a.

S S
zvixi,jo =1 zvixi,jo =1
i=1 i=1

iuiyij —ZS:ViXij <0Vvj=1..]j0,...,N iuiyij + U, —ivixij <0vj=1..]j0,..,N
i=1 i=1 i i=1

i=1

u, 20 Vi=1m u, 20 Vi=1m

v, 20 Vi=1s v, 20 Vi=1s
N+1 restricdes N+1 restricOes
m+s variaveis m+s+1 variaveis

No PPL 3.10 a variavel up € irrestrita em sinal e indica se o rendimento é
decrescente (Up>0), constante (Up,=0) ou crescente (Up,<0) em escala. Denotando a
solucdo oOtima de 3.9 e 3.10 por (&%, u*,v*), a DMU j é considerada eficiente, se e
somente se, &*=1 e todos os elementos de u* e v* sdo positivos. Caso contrério,
quando £*<1 ou quando ¢*=1, porém com elementos nulos em u* e v*, a DMU jo
é considerada ineficiente. O peer set de uma DMU ineficiente é formado pelas

DMUs associadas as restri¢cGes de desigualdades, ativas na solucdo 6tima:

iuiyij _ivixij :Ojiuiyij :Zs:vixij (3.11)
i=1 i=1 i1 i=1

Em Cooper et al. (2000) mostra-se que o PPL 3.9 é o dual do PPL 3.4,
enquanto o PPL 3.10 é o dual do PPL 3.5, portanto, 0 modelo na formulacdo dos

multiplicadores é o dual da formulacgéo envelope.
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Recomenda-se que o numero de DMUs seja pelo menos o triplo do nimero
de variaveis insumos e produtos (Cooper et al., 2000). Portanto, é
computacionalmente mais atraente resolver a versdo envelope, ao invés da versao
dos multiplicadores. Outra vantagem da versao envelope € o fato dela identificar
facilmente o conjunto de referéncia das DMUs ineficientes, 0s excessos nos

iNnsUMOS e a escassez nos produtos.

3.4.

Modelos DEA com orientagcao ao produto

No modelo com orientacdo ao insumo a medida de eficiéncia (&) € menor ou

igual a unidade, indicando a méxima reducdo na utilizacdo dos insumos,

mantendo fixas as quantidades dos produtos.

De maneira analoga, em um modelo com orientacdo ao produto, a medida

de eficiéncia € maior ou igual a unidade, indicando a maxima expansao da

producgéo, mantendo fixas as quantidades dos insumos.

Da mesma forma que na orientagdo ao insumo, nos modelos com orientacéo

ao produto @ assume um valor unitario apenas quando a DMU ¢é eficiente,

indicando que neste caso ndo h& possibilidade de expansdo dos produtos,

mantendo-se fixas as quantidades de insumos.

A seguir, na Tabela 10 apresentam-se os modelos CRS e VRS com

orientagdo ao produto, ambos na versédo envelope.

Tabela 10: Modelos com orientacéo ao produto na versdo envelope

Modelo DEA/CRS

Modelo DEA/VRS

eficiénciaDMU ;, = Max ¢
s.a.

(3.12)

eficiénciaDMU ;; = Max ¢
s.a.

(3.13)

N N
xjozz;,zjxj xjoz;zjxj
1= 1=
N N
& o SZ}LJYJ HNig <D A,

j=L
N
>4 =1
j=1

2, 20Vj=1,..,j0,..,N

m+s restricdes
N+1 variaveis

m+s+1 restricdes
N+1 variaveis
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Denotando a solucéo 6tima dos modelos 3.12 e 3.13 por (6*,4*1,..., A*\), @
DMUj, ¢ eficiente, se e somente se, =1 com todas as folgas nulas. Caso
contréario, quando @*>1 ou @*=1, porém com folgas positivas, a DMUj, é
ineficiente. O conjunto de referéncia (peer set) é formado pelas DMUs associadas
aos coeficientes 2*;>0 V j=1,N.

A seguir, na Tabela 11 apresentam-se os modelos CRS e VRS com

orientacdo ao produto, na versdo dos multiplicadores.

Tabela 11: Modelos com orienta¢éo ao produto na verséo dos multiplicadores

Modelo DEA/CRS Modelo DEA/VRS
6 =Mind v,x; (3.14) | 6 =Mind V,x, ;4 +V, (3.15)
i=1 i=1

S.a. S.a
Zuiyi,jozl zuiyi,j0=1
i=1l i=1
DUy =D Lvix; <0 Vj=1LN DUy Vo =D ViX; <0 Vj=1LN
i=1 i=1 i=1 i=1
u; 20 Vi=1m u, 20 Vi=1m
v, 20 Vi=1s v, 20 Vi=1s

N+1 restricbes N+1 restrigbes

m+s variaveis m+s+1 variaveis

No PPL 3.15 a variavel vy € irrestrita em sinal e indica se o rendimento é
decrescente (vo>0), constante (Vo=0) ou crescente (vo<0) em escala. Denotando a
solucdo 6tima de 3.14 e 3.15 por (&, u*,v*), a DMUj, é considerada eficiente, se
e somente se, #*=1 e todos os elementos de u* e v* sdo positivos. Caso contrério,
quando &#*>1 ou quando &*=1, porém com elementos nulos em u* e v*,
considera-se a DMUjo ineficiente. O peer set é formado pelas DMUs associadas
com as restri¢cOes que satisfazem a igualdade 3.11.

3.5.
Restricdes aos pesos

Na versdo dos multiplicadores, 0 modelo DEA atribui um conjunto de pesos
as variaveis insumos e produtos distinto para cada DMU analisada. Na formulacao
original, o modelo DEA busca um conjunto de pesos que maximize a medida de
eficiéncia da DMU analisada e que também seja viavel sob a Gtica de todas as
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DMUs, ou seja, para todas as DMUs o conjunto de pesos define indices de
eficiéncia menores ou iguais a unidade na orientacdo ao insumo e maiores ou
iguais a unidade na orientacdo ao produto.

Na formulagéo original o0 modelo DEA permite total flexibilidade na selecéo
dos pesos, sendo impostas apenas restricbes de ndo negatividade e de viabilidade
sob a otica das DMUs. O modelo ndo incorpora nenhuma informacdo adicional
sobre a importancia dos insumos e produtos, e sobre as relagbes entre estas
variaveis.

Como consequiéncia, o0 modelo pode atribuir ponderagdes maiores para
variaveis de menor importancia ou ignorar variaveis relevantes com a atribuicdo
de pesos nulos para estas variaveis, desta forma, uma DMU considerada a priori
como ineficiente, pode ser classificada como eficiente pelo modelo DEA.

No entanto, ha situacdes nas quais se tem alguma informacdao adicional, por
exemplo, a percepcdo a priori sobre as DMUs eficientes e ineficientes, ou ainda, a
importancia relativa das varidveis. Estas informacdes podem ser incluidas no
modelo DEA por meio da imposicdo de limites entre os quais 0S pesos podem
variar. Lins & Meza (2000) e Cooper et al. (2000) apresentam varios enfoques
para incluséo das restricdes aos pesos.

Ressalta-se que os indices de eficiéncia obtidos pelo modelo com restricdes
aos pesos (modelo aumentado) sdo menores ou iguais aos obtidos pela formulagéo
sem estas restrigoes.

A seguir, apresentam-se as diferentes abordagens para a introducdo das
restricdes aos pesos: restricdes diretas nos pesos, método da regido de seguranca,

metodo cone ratio e restrigdes nos insumos e produtos virtuais.

3.5.1.
RestricOes diretas aos pesos

Este é o enfoque mais Obvio para a inclusdo das restricbes aos
multiplicadores (v, u) (Lins & Meza, 2000) e caracteriza-se por incluir as

seguintes restricdes ao modelo original:

para os pesos dos insumos: L™ <v, <U ™" (3.16)

para os pesos dos produtos: L <u, <U M (3.17)
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onde L e U sdo constantes que representam os limites impostos aos
multiplicadores das variaveis insumos e produtos.

Um inconveniente destas restricbes é que elas podem resultar em um
problema de programacdo linear inviavel. Neste caso, os limites devem ser
relaxados até que a viabilidade seja atingida.

A dependéncia dos pesos com as unidades de medida das variaveis
insumos/produtos dificulta a atribuicdo de um significado a restri¢cdo (Sollero &
Lins, 2004).

3.5.2.
Regido de seguranca

Conhecida como assurance region method, esta abordagem consiste em

adicionar as seguintes restricdes ao modelo original:

input Vi input
L S—Vf <U7T (3.18)
outpu Uj outpu
L < b= (3.19)

onde L e U s&o os limites para os valores que a razdes vj/v; e u;/u; podem assumir.

De cada restricdo acima derivam-se duas restri¢cdes, conforme a seguir:

VL™ —v, <0 (3.20)
}VUIT <0 321)
0155 -, <0 622
o, ~uUE <0 329

Tabela 12: Modelos DEA com as restricdes da regido de seguranca

Modelo DEA/CRS multiplicador Modelo DEA/CRS envelope
max u'y, (3.24) | min 0 (3.25)
u,v AT,
s.a. vix, =1 s.a. X, > XA-Prx
—v X +u'Y <0 Yo <YA+Qr
VIP<0 120
u'Q<0;v=0;u>0 720;720
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A inclusdo das restricdes 3.20 a 3.23 aumenta o modelo DEA original,
conforme ilustrado na Tabela 12 para o caso de um modelo DEA/CRS, com
orientagdo ao insumo, nas versfes dos multiplicadores e envelope, escritas
segundo uma notacdo matricial.

Nos PPLs 3.24 e 3.25, v'=(vs,...,vs) € 0 vetor com 0s pesos dos s insumos;
u'=(us,....un) € 0 vetor com os pesos dos m produtos; Xo'=(Xio,...,.Xso) €
Yo' =(Y10,....ymo) SA0, respectivamente, os vetores com as quantidades dos insumos
e dos produtos da DMU avaliada; X é uma matriz de dimensdo sxN (N € o total de
DMUSs), cujas colunas sdo os vetores de insumos das DMUs, e Y é uma matriz de
dimensdo mxN, cujas colunas séo os vetores de produtos das DMUs.

As restricdes que compbdem a regido de seguranca estdo nas matrizes P e Q,

escritas em funcdo dos limites das restricdes 3.18 e 3.19 respectivamente:

_ Lllngm U ]inzput L|ln2ut Y li’ngput Lllngut oy li’n4put . T
-1 1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0
P=| 0 0 0 0 -1 1 (3.26)
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0 ]
B Liuztput Y 1ogtput Lgu;put Y fgtput Lgﬁput Y loztput
-1 1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0
3.27
Q=| 0 0 0 0 -1 1 (3:27)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ]

Para ilustrar a influéncia do método da regido de segurancga na fronteira de
eficiéncia, considere o exemplo apresentado em Cooper et al. (2000), onde
comparam-se as DMUs apresentadas na Tabela 13, caracterizadas por dois tipos

de insumos e um unico tipo de produto.
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Tabela 13: Dados do exemplo (Cooper et al., 2000)

DMU A B C D E F
X1 4 7 8 4 2 10
Insumo
Xs 3 3 1 2 4 1
Produto Y 1 1 1 1 1 1

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0210462/CA

A seguir, apresentam-se as restricdes usuais de um modelo DEA/CRS e as

respectivas DMUs associadas, escritas em funcao das razdes vi/u e v,/u:

OMUA) —Y <1 = us<day+3v, = 1<4243%2 (328
4v, +3v, u u
u vV, LV,
(DMU B) —<1 = us7v, +3v, = 1<7—+3— (3.29)
v, +3v, u
u v, v,
(DMU C) <l = us8v,+v, = 1<8—=+—= (3.30)
8v, +Vv, u u
u v, .V,
(DMUD) ——<1 = usdv, +2v, = 1<4—=+2—= (3.31)
4v, +2v, u u
u v, .V,
(DMUE) — <1 = us2v, +4v, = 1<2—=+4—= (3.32)
2v, +4v, u u
u vV, V,
(DMUF) —<1 = u<lov, +v, = 1<10—+—= (3.33)
10v, +v, u u

Dispondo as restricdes acima em um diagrama, pode-se visualizar a regido
viavel (P) no espaco definido pelas razBes vi/u e v,/u, conforme ilustrado na
Figura 8.

127
v/
104
084 "
0F 1

044 -

D2 T,

viiu
on ; : : : . s
oo 01 02 03 04 05 0g

Figura 8: Regido viavel P

A imposicéo de uma restricdo do tipo 0,5<v,/v, < 2implica na adigdo de

duas restricdes ao modelo DEA/CRS: v,/u>05v,/u e v,/u<2v,/u. Estas
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restricdes adicionais reduzem a regido viavel, conforme ilustrado pelo cone na

Figura 9, formando a regido de seguranca.

127
va/u
109
0gq"
\C
U1
F. P
04 T
o A TND
o - - -‘-_:"_“.‘-.\.‘,____. -
B s T E
.\f.\ --'--'_v Vl}!u
on ' | ‘ I | I I
* o 02 03 04 05 0f

Figura 9: Regido de seguranca

3.5.3.
Método do Cone Ratio

Trata-se de uma generalizagdo da regido de seguranca. Os pesos dos
insumos séo restritos por um cone convexo definido por k vetores a; (j=1,...,k),

conforme ilustrado pela Figura 10 para o caso de duas dimensdes.

Va

a4

[#3
2 v

Figura 10: Cone convexo (V) gerado pelos vetores a; e a,

Assim, 0 conjunto de pesos pode ser expresso pela combinacgdo linear dos

vetores que definem o cone convexo:

k
V=>aa =A"a coma,; >0(v)) (3.34)

onde s é o nimero de insumos, A" =(a,,...,a, )e R e a' =(a,...,q, ).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210462/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0210462/CA

3 Andlise Envoltéria de Dados 67

De forma semelhante, os pesos dados aos produtos podem ser restritos por

um cone convexo definido por | vetores b; (j=1,...,1):
|
U=Y Bb; =B com 3, >0(vj) (3.35)
j=1

onde m é o nimero de produtos, B" = (b,,...,.b,)e R™ e A" =(B,,... ).
A regido de seguranca é um caso particular do método cone ratio. Observe

que uma restricéo do tipo L,, <v, /v, <U,, corresponde a selecéo dos seguintes

vetores a; € a; que formam a matriz A:

al =L L, 0 .. 0) )
T 0) A =[a, a,] (3.36)
A escolha dos vetores que formam os cones (a; e b;) pode ser efetuada a
partir de algum conhecimento a priori das razdes entre 0S pesos.
Outra maneira, bastante usual, consiste em resolver um modelo DEA em sua
versdo original, escolher uma DMU entre as eficientes e definir os vetores a; e b;
como sendo os vetores de pesos u e v da DMU selecionada.

Na formulacdo original do modelo DEA, os pesos dos insumos e dos

produtos estdo restritos aos ortantes positivos, respectivamente, V =R e
U =R, . No método cone ratio, a inclusdo das restricbes consiste em restringir os

pesos aos cones convexos V = A'a e U =B' £, definidos em 3.34 e 3.35.

A inclusdo destas restricdes é efetuada por meio de uma transformacao do
modelo DEA original, conforme ilustrado na Tabela 14 para o caso de um modelo

DEA/CRS com orienta¢do ao insumo.

Tabela 14: Modelo DEA original e aumentado pelas restricdes tipo cone-ratio

Modelo DEA/CRS original Modelo DEA/CRS aumentado
max u'y, (3.37) rgaﬁx B (By,) (3.38)
s.a. VX, =1 s.a. a’ Ax0)=1
~v'X+u'Y <0 ~a" (AX)+ " (BY)<0
veV =R/ a0
ueU =R/ B=0
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Nos modelos apresentados na Tabela 14, v'=(v1,...,vs) é 0 vetor com 0s pesos
dos s insumos; u'=(us,...up) € O vetor com 0s pesos dos m produtos;
X0 =(X10,0Xs0) € Yo' =(Y10,....ymo) SA0, respectivamente, os vetores com as
quantidades dos insumos e dos produtos da DMU avaliada; X é uma matriz de
dimensdo sxN (N é o total de DMUSs), cujas colunas sdo os vetores de insumos das
DMUs, e Y € uma matriz de dimensdo mxN, cujas colunas sdo 0s vetores de
produtos das DMUs.

Observe que os modelos 3.37 e 3.38 equivalem & aplicacdo de um modelo
DEA sobre os valores transformados dos insumos (AX) e dos produtos (BY), cujos

pesos a serem determinados sdo a e S respectivamente.

3.5.4.
Restricfes nos insumos e produtos virtuais

O produto entre x;, a quantidade de um insumo i em uma DMU j, e seu

respectivo peso v;, i.e. v; -X;, define uma grandeza denominada insumo virtual.

Da mesma forma, define-se o produto virtual como sendo igual ao produto

U, - Y, onde yi denota o nivel de produgédo do produto k na DMU j e u o seu

respectivo peso. Estas grandezas avaliam a contribuicdo de um insumo ou de um
produto na funcdo objetivo de um modelo DEA (Avellar et al., 2002).

Define-se o insumo total virtual utilizado por uma DMU j como a soma de
todos 0s seus s insumos virtuais:

Insumo total virtual da DMU j = ZVi X (3.39)

i=1

Da mesma forma, o produto virtual total produzido por uma DMU j é a

soma dos seus m produtos virtuais:

Produto total virtual da DMU j = Zuk Yy (3.40)
k=1

Conforme ilustrado a seguir, as restricdes nos insumos e produtos virtuais
restringem a proporcdo de cada insumo virtual i (i=1,s) ou produto virtual k

(k=1,m) nos totais virtuais da DMU j.
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Restricdo ao <
insumo virtual

Restricioao <
produto virtual

S
ViXij < 5] qb,ZVixij —ViXij <0
ZS:V « = i=1
iij s
=1 ViXij _5izvixij <0
i
m
Uy Yy <A akzukykj —UgYj <O
m -7k = k=1
Zuk Yii i
k1 Uy Yij —ﬁkzukykj <0
k=1

69

(3.41)

(3.42)

Nas restricBes acima ¢, J, ax e S sao constantes escolhidas previamente e

representam os limites da proporcdo do insumo e do produto virtuais no total

virtual da DMU j. Observe que para cada restri¢do aos virtuais séo derivadas duas

restricdes a serem adicionadas ao modelo DEA.

Lins & Meza (2000) apresentam varias alternativas para a implantacdo das

restricdes aos virtuais:

e Adicionar restrigdes aos virtuais somente para a DMU avaliada

e Adicionar restrigdes aos virtuais em todas as DMUs

e Adicionar restricdes aos virtuais, considerando os valores médios dos

insumos e dos produtos nas N DMUSs:

(3.43)

(3.44)

N N .
onde ZJ e Z% sdo, respectivamente, a média do insumo i e do produto k

=l =

nas N DMUs analisadas.
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Da mesma forma que na regido de seguranca, a inclusdo das restricdes aos

virtuais aumenta o0 modelo DEA original, conforme os modelos apresentados na

Tabela 15.

Tabela 15: Modelos DEA com restrices aos insumos e produtos virtuais

Modelo DEA/CRS multiplicador Modelo DEA/CRS envelope
max  u'y, (345) | min 6 (3.46)
u,v AT, T
s.a. VT X, =1 s.a. X, 2 XA-Prx
—v'X+u'Y <0 Yo <YA+Qr7
VP <0 A20
uQ<0;v=0;u=0 720;720

A diferenca entre as duas formas de inclusdo das restricbes reside na

construcdo das matrizes P e Q. No caso das restrigdes aos virtuais, estas matrizes
passam a incluir também os niveis das variaveis insumos e produtos, conforme

ilustrado abaixo para o caso de restricdes que consideram os niveis médios destas

variaveis, denotados por X1,y X5 91 Yo
() —1_)';1 (1—51)_';1 7 ';1_ -5, ';3 |
b-x2  =d-x2 (g-1)-x2 (1-67)-x2
p_| #x3 —01°X3 2 - X3 — 02 X3
P - X4 — 01 - X4 Py - X4 — 38y X4 (3.47)
| 4o xs — &) Xs #2 - Xs — 87 Xs ]
(o1 - 1)- v (L- /31);91 a; '91_ ~ B2 '91
Y, ~BYs (a-1)-y; (L-52)- ¥,
Q- a Y3 —ﬂl'zs az Y3 —,BZ'Xs
a1 Yy —P1 Y, Ay Yy - P2 Yy (3.48)
L al'ym _:Bl'ym aZ'ym _ﬂ2'§m ]
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3.6.
Alocacéo de recursos baseada em DEA

Nesta secdo apresenta-se 0o modelo, baseado em DEA, proposto por
Korhonen & Syrjanen (2001) para resolver o problema de alocacdo de recursos,
caracterizado por uma unidade central que deseja otimizar a alocacdo de recursos
em suas distintas unidades produtivas visando maximizar a produgao.

A introducdo da DEA na alocacdo de recursos € interessante, pois permite
considerar o CPP e os trade-offs entre os insumos e 0s produtos.

No entanto, esta introducdo ndo € imediata e algumas modificacbes sdo
necessarias, pois em sua formulacéo original o modelos DEA néo incorpora duas
caracteristicas do problema de alocacao de recursos: as preferéncias do decisor e a
anélise simultanea de todas as DMUSs.

Quando ha mais de um objetivo, a alocacdo de recursos € um problema
multicritério. Este problema ndo tem solu¢do Unica, e Korhonen & Syrjanen
(2001) incorporam as preferéncias do decisor por meio de um modelo de
programacéo linear multiobjetivo e de um modelo computacional (Pareto Race)
que permite ao decisor localizar a alocacdo mais conveniente.

Ressalta-se que quando h& apenas um objetivo, o problema pode ser
resolvido por programacao linear.

A avaliacdo simultanea das DMUSs ¢ introduzida por meio da incluséo, em
um anico problema, das restricbes do modelo DEA de cada uma das DMUs
analisadas.

A alocacdo de recursos baseia-se nas préaticas correntes e por isso utilizam-
se o0s valores atuais dos insumos e dos produtos na caracterizagdo do CPP.
Assume-se gque as unidades produtivas podem modificar seus planos de producao
de acordo com certas regras que representam restricdes operacionais e ambientais.

Sem perda de generalidade, assume-se que 0S iNSUMOS S&0 0OS recursos a
serem alocados e o0s produtos sdo 0s objetivos a serem maximizados.
Naturalmente, o problema pode ser formulado de outra forma, onde os insumos
s80 as variaveis a serem minimizadas.

A seguir, tem-se 0 modelo para alocacdo de recursos, onde uma unidade

central deve decidir a alocacdo de um montante adicional de insumos (R) entre
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suas N unidades produtivas que utilizam s insumos (X) na producdo de m produtos

(Y), com o objetivo de maxi

A\
Max .

AX, Ay, A n=1 A,

S.a.

DMU 1

DMU 1

DMUN
DMUN

DMU 1

DMU N

DMU 1

DMU 1

DMUN

DMUN

Onde

e /Xx;n € 0 montante do j-ésimo insumo adicionado na n-ésima DMU

mizar a producdo total.

Aijl > Q1 Xj1

AXJ']]_ < Bj,l Xj,l

AXJ"N > O N XjN
AXJ‘,N < BJ',N XjN

AXJ']]_ + ...+ AXj'N < Rj

para i=1,m

para j=1,s

para i=1,m

para j=1,s

para n=1,N
para n=1,N
para j=1,s

para j=1,s

para j=1,s
para j=1,s

para j=1,s

e Ayjn € 0 incremento do j-ésimo produto na n-ésima DMU

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
(3.55)

(3.56)
(3.57)

(3.58)

(3.59)
(3.60)
(3.61)

® ajn € fin sdo parametros fixados pelo decisor com a finalidade de delimitar

intervalos viaveis para a alocacdo de Ax;, unidades adicionais do j-ésimo

insumo na n-ésima DMU

¢ R; é montante do j-esimo insumo a ser alocado entre as N DMUs
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As restricOes 3.49 até 3.56 sdo as usuais de um modelo DEA/VRS na versédo
envelope, a diferenca é que no modelo para alocacdo de recursos hd um conjunto
de restricbes para cada DMU, com distintos coeficientes A, todas incluidas
simultaneamente em um unico modelo.

As restricbes 3.57 até 3.60 controlam os incrementos nos insumos. Estas
restricbes expressam as preferéncias e valores do decisor. A restricdo 3.61
controla o incremento total, igualando-o ao total de recursos disponiveis a serem
alocados entre as DMUs.

Na alocacdo de recursos € importante considerar a existéncia de limitacoes
as mudancas nas quantidades de insumos e produtos das DMUs. Tais limitacfes
implicam em restricbes adicionais ao CPP. Ao ignorar estas restricdes,
desconsideram-se as possiveis limitagdes ao processo de alocagdo de recursos e
admite-se que uma DMU pode atingir qualquer ponto na fronteira eficiente.

Por meio de exemplos simples, com apenas um insumo e um produto
(problema com um objetivo), Korhonen & Syrjanen (2001) descrevem duas
hipoteses distintas para as possibilidades de mudancas nas quantidades dos
insumos e produtos das DMUSs:

e Mudanca proporcional em todos 0s insumos e produtos.

e As mudancas ndo melhoram a eficiéncia da DMU.

Na primeira hipdtese, mudancga proporcional, adicionam-se as seguintes

restricdes ao CPP:

Ay; <6y, i=1N (3.62)
A% 2 6,%, i=1N (3.63)
onde

AX

S=min{—L|j=1si=LN;X +A% 20-X S <A S B b (3.64)
X..
ji
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Estas restrices orientam a alocacdo de recursos, de maneira que primeiro
alocam-se mais insumos na DMU com maior produtividade marginal, até que o
respectivo limite superior seja atingido ou que alguma limitacdo imposta pelo
CPP seja alcancada (se o CPP assume a hipdtese de rendimentos varidveis de
escala - VRS). O restante dos insumos € alocado na proxima DMU com maior
produtividade marginal e assim sucessivamente.

Na segunda hipotese, a mudanca na eficiéncia das DMUs é limitada pela

seguinte restrigéo:

N
O.(y, +AY, )< D A1V, i=1N (3.65)

n=1

onde & (& >1) é o indice de eficiéncia da i-ésima DMU, determinado por um
modelo DEA convencional com orientacdo ao produto.

A restricdo 3.65 substitui as restri¢cdes 3.49 e 3.51 no modelo de alocacao de
recursos. Com esta restricdo a alocacdo de recursos passa a depender da
produtividade marginal na fronteira, como no caso anterior, e das ineficiéncias das
DMuUs.
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