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Formulacao numérica

3.1.
Metodologia para solucao do problema

Para obtermos numericamente a expansio sobre base elastica, dividimos o
problema em duas partes. Uma parte corresponde ao volume devido a expansao
sobre base rigida e a outra ao volume devido a deformacgdo da base eldstica. Na
Figura 3.1 ilustramos a metodologia utilizada, com a linha pontilhada delimitando
as duas partes, sendo a superior a parte da base rigida e a inferior a da base
elastica, sendo expandido o lengol de borracha na parte superior e a base do

expansor de pele na parte inferior.

Figura 3.1 — Estudo da expansao sobre base elastica

3.2
Formulacoes de energia para a borracha

O processo de expansdo da borracha foi descrito por diferentes formulacdes
de energia, que sdo a Neo-Hookeana, Mooney-Rivlin e de Ogden. Também foi

utilizada a equag@o de Delfino para uma anélise da expansdo de pele humana.
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3.2.1.
Neo-Hookeano

Para o modelo Neo-Hookeano, a densidade de energia de deformacdo, W, é
dada por:
W=C(/lf+/1§+/1§—3)+DL(JE,—1)2 (3.1

i

Onde C é a constante eldstica do material, A; sdo as extensdes principais e
(Je) € a deformacao volumétrica eldstica. A constante D; estd relacionada com o
grau de imcompressibilidade do material, ou seja, quando D; € igual a 0, o
material € considerado imcompressivel. Essa equacdo nos forneceu um modelo

simples, mas real de um material eléstico.

3.2.2.
Mooney-Rivlin

A densidade de energia de deformacdo, W, é dada por:
2, 92, g2 1 1 1 1 s
W=CWA+A+4;-3)+C, —+—=-3+—, -1 (3.2)

2R D,

l

Onde C; e C, sdo as constantes eldsticas do material, A; sdo as extensoes

principais e (J¢) € a deformagéo volumétrica eldstica e D estd relacionada com o

grau de imcompressibilidade do material.

3.2.3.
Ogden

A densidade de energia de deformacdo, W, é dada por:

. ‘U )voa‘ lai loa‘ 5 1 121‘
W = Za— + A+ A —3)+;H(JE,—) (3.3)

i=1
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Onde A; s@o as extensdes principais, W, o; € D; sdo parametros do material,

N € o nimero de termos da formulacdo e (Jel) é a deformacgdo volumétrica

elastica.

3.2.4.
Delfino

A densidade de energia de deformacao, W, é:
_a b s 2 2 Ay
W= ;(eXP(EM‘ +A,+4;=3)-1) (3.4)

Onde a é a constante eldstica, b é um pardmetro de ajuste e A; sdo as

extensdes principais.

3.3.
Geometria

Consideramos neste trabalho uma membrana inicialmente plana e com raio
a, espessura H, fixa em suas bordas. A membrana foi submetida a uma pressao
interna uniforme hidrostatica P, com isso pudemos considerar a deformacgdo como

sendo axissimétrica.
» Estado indeformado, Figura 3.2:

X1 = coordenada curvilinea relativa as linhas de meridiano da membrana
indeformada
X, = coordenada curvilinea relativa as linhas de latitude da membrana
indeformada

X3 = coordenada relativa a espessura da membrana indeformada

onde: :X,=p60 3.5)
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<X3< % (superficie média)

Figura 3.2 — Membrana indeformada

» Estado deformado, Figura 3.3:

X1 = coordenada curvilinea relativa as linhas de meridiano da membrana
deformada
X» = coordenada curvilinea relativa as linhas de latitude da membrana deformada

x3 = coordenada relativa a espessura da membrana deformada

x, =&
onde: {x, =r¢ (3.6)
Xy =AX,
—h h
com TS X3 < E (h— espessura deformada)

sendo d§ um elemento de linha na dire¢do & da figura 3.3, tal que:

d€ = dr* + dz7’
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Figura 3.3 — Membrana deformada

A deformacdo na membrana pode ser definida pelas relacdes:

r=r(p)
$p=0 , devido a axissimetria 3.7
z=2z(p)

Com isso, as coordenadas deformadas sao:

X =§(X1)

o =% pois 9= X2 (3.8)
p p
Xy =X,
3.4.

Extensoes principais e gradientes de deformacao

Definiu-se extensdo principal a razdo entre os comprimentos deformado e

indeformado, ds e dS, respectivamente, nas dire¢des principais:

2=

= 39
= (3.9)
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Assim, temos que:

2 2
A =Z_5=—Vdr+dzz Jrie 72 (3.10-a)

p dp
rdg r
= = 3.10-b
Y R (3.10-b)
ondeM:()/
ap

Levando-se em conta a condigdo de incompressibilidade do material,

MA, A, =1, logo:

A=t - P N 3.11)

MAy Pt +? H

Os gradientes de deformacdo sdo definidos pela razdo entre a derivada da

coordenada deformada e indeformada.

oo oo _dE _Ndrftd s

Modx, dX, dp :

Xy, = j"? _rde (3.12)
X, pdo p

X33 =4

x;=0 ,parai#j
A 0 0

[‘xi,j]: 0 4 0
0 0 A
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3.5.
Equacoes de equilibrio da membrana

O sistema de equacdes de equilibrio de uma membrana axissimétrica, no
estado deformado, pode ser expresso conforme o desenvolvimento presente no

trabalho de Green e Adkins (1960):

d(f,r) . dr
e _T2d§ (3.13-a)
3
K, T,+K,T,=P (3.13-b)
2
1

T4
2 T2

Figura 3.4 — Tensdes na membrana

Onde ,

K, — sdo as curvaturas principais

P — ¢ a pressdo interna, que age normal a superficie média

T. — sdo as resultantes das tensdes principais por unidade de comprimento

dire¢do principal 1 — direcdo relativa as linhas de meridiano da membrana

dire¢do principal 2 — direcdo relativa as linhas de latitude da membrana
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Pode-se determinar 7, através da integragdo das tensdes principais ao longo

da espessura da membrana deformada h:

h/2
T, = f_h/z"u dx,=ho,, (3.14-a)

n/2
T, = f_mon dx, =ho,, (3.14-b)

Da equacio (3.10-a) pudemos escrever que:

dé =2 dp 3.15)
Usando (3.14-a e b) e (3.15) na equagéo (3.13-a), obtivemos:

dhoy,r)_ . _dr

A dp ? Adp

(ho,r) =ho,,r
r(hG”) + r'(hG“ ) = h622r'
r(hdu) + ’/h(du _622): 0

1 ¢ !
Z(hall) +r7(611_622):0 (3.16)

Sendo a curvatura principal K, :

d*r
K, =- A‘S (3.17)

()]

Usando a relacdo de Gauss-Codazzi:

dr

" (3.18)

d
E(”Kz)=K1
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obtivemos também a curvatura principal K, :

12

r/2+zzz_r/2 12 Z,
:{ )'12 = (3.19)

K, = (3.20)

dr_ dfdr)_ 1dfr)_ 1 _d(__r
d&’ d§ | d§ A dp\ A N2+ 772 dp \r? + 27

_ 1 r/r ~ r/(r/r/r+ Z/Z”)
\/}",2 N Z/z \/}",2 N Z/z (rzz n Zzz )3/2

_ 1 [r”(r/z + Z/z )_ r/zr/r _ V,Z,Z” J

(r’2 +77 )3/ 2

_ 1 »_r rrr\_ Z/ s ’r»
——(rz -rzz )— (r'2+z'2 (r'z = r7")

d*r 7
= (r”z'— r'z”) 3.21)
d§2 (r'2 + 77

Substituindo (3.21) na equagio (3.17):
Z/ ( ” 7 ’r”
) ) rz —rz ) nr_ s
K= -I-*+z" - _"Z—"Z/z (3.22)
. =
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Usando as equacdes (3.20) e (3.22) na equacio (3.13-b):

r//Z/ _ }"’Z”) Z’
-——5 ho,, +———=ho,, =P
2 11 22
(r’l + Z’Z )3/ r /r/z Z/z
r//Z/ _ }"’Z”) Z’ P
- o, + 0,,——=0 (3.23)
2 11 [ 22
(}",2 Z/2 )3/ r r/z Z/z h

A relacdo entre a espessura indeformada e a espessura deformada, para uma

membrana incompressivel, ¢ h = A,H .

Assim:

1 r
_(;l'a 0-11) +_(0-11 _0-22)20 (3.24-a)
A r

r”Z’_ r/Z// Z/ P
T w2 0u" 0, + =0 (3.24-b)
(}/2 + Z/2)3/2 1 r lrfz + Z/z 22 /’1,3H

Substituindo as extensdes principais A, e A,, através das equagdes (3.10-a e

b), obtivemos o sistema de equagdes de equilibrio:

1 ’y
A_(;La 0-11) +7(0-11 _0-22): 0 (3.25-a)
3
r’/Z’_r’Z// Z/ P
( ( )3 )611 _Wozz + TH =0 (3.25-b)
1 | 3

Seja W a funcio de densidade de energia de deformacdo, descrita no inicio

deste capitulo, no item 3.2, tal que:

G =AW (3.26)
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onde, W, = a—W
oA

0, = )’lvvl

Oy = Z2W2

Colocando (3.27-a e b) em (3.25-b), temos:

r//Z/ _ r/Z// Z/ P
TGU ——0pt+t——=0

| rh, AH
r//z/_ r/Z// Z/ l lzp
—lf AIVVL - I A‘ZWZ + —lH =0

Colocando (3.27-a e b) em (3.25-a), temos:

),112 (i] +r7(21W1 - Afzwz): 0

(Aw) + 4w, =~

My

(;levl) =;l1 W1+A1ll ‘/Vll—}_z’le W, o,

ja que W =W (4,,4,), sendo obtido pela regra da cadeia:

o0) _(y_90),",00),"
g—()—a—&;ﬁ +Eﬂq

’

W &/12[ H ] _ /LWL/%[— A 12+/1112]

H A2 A,
- _ llwlll )'2 _ llwlllﬂz - _ Wl%’ _ ‘/Vlﬂ‘l)’Z
A, A, A,

Substituindo (3.30) e (3.31) em (3.29):

42

(3.27-a)
(3.27-b)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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3 3 3 ’ AA{’ ’
MW, + A Wi+ Mdy Wiy — Wi, —Wlfﬂﬂw ~ALW,)=0
2
’ Va 2,2’ r/
AWy + 2 Wiy =W, 2t —= (W, = 2. W,) = 0
2 1
, ’ W, r’
MW+ 4| W, _T +E(/11W1 —12W2)=0 (3.32)
2 1

Através de uma simplificacdo proposta por Haughton (1996) neste tipo de

sistema de equacdes diferenciais, temos que:

o ("F +7'G)
A

” (z'F —r'G)

Z :T

(3.33-a)

(3.33-b)

Com F=F(p) e G=G(p).

Temos que:
’r” ” 7 1 ’ 7 1) ’ 7’ 72
—-rz +rz =?(rzF+z G-rzF+r G)=G
1

G — —}"’Z” + I"”Z,

Substituindo em (3.28):

=0

G 7z AAP
ZAW, - =AW, + 122
Afﬂq ! rll/lz 2 ¥ H

2 ’
Gzﬁ[—M+Z—izW2] (3.34)
H rA,

Derivando a extensdo principal A,:

l,_(\/ﬁ)’_(r’r”+z”z')
A N S
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2 " 1 (r'z'G +r?F —r7G+ z'zF)
1 \/r’z N Z,2 (}/2 + Z/2)
’ F
A =— (3.35)
A
Substituindo a equacgdo (3.35) em (3.32):
F ’ W, r
ZVVH + i2 (le - /1_21]"' r_/,Ll(WlA'l _Wziz): 0
(W, r
F= Wi{i (Z -W, ]— R (AW, =AW, )} (3.36)
11

Assim, obtivemos um sistema de quatro equacdes de equilibrio de 1* ordem,

que descrevem o problema:

r=U

7=V

/:U’:M (3.37)
A
1

” ’ (Z,F_r’G)

7=V ="
A

Sendo F descrito em (3.36) ¢ G em (3.34).

Condicoes de contorno

Tendo em vista que a membrana € fixa no bordo, r = a, as condi¢des de

contorno sao:

r0)=0
z(O): 0
Z(0)=0 (3.38)

rla)=a

onde, a = raio da membrana indeformada
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3.6.
Base elastica

Um modelo simples e bastante utilizado para o estudo do comportamento
estrutural sobre base eldstica é o modelo de Winkler. Nesse modelo assume-se que
a deflexdo da base em um ponto, w, dependa somente da pressao, p, agindo nesse
ponto, com uma constante de proporcionalidade, k, portanto:

p=kw. (3.39)

Ele consiste em uma distribuicdo continua de molas lineares.

F F T

= = T

Figura 3.5 - Modelo de Winkler

A limitagd@o deste modelo € que ele ndo considera a existéncia de interacdes
entre as molas. O modelo usa apenas um pardmetro para expressar a resisténcia
especifica da base eldstica. Existem outros modelos que cont€ém mais de um
pardmetro para descrever o comportamento da base eldstica como um continuo,
como os que foram propostos por Hetényi, Vlasov, Pasternak, Reissner e
Filonenko e Borodich entre outros. Matematicamente todos estes modelos sdo
equivalentes e diferem somente na defini¢do dos pardmetros que caracterizam a
fundacdo. Quando estes parametros sao constantes ao longo do comprimento do
elemento que estd sendo sustentado, a equacdo diferencial possui coeficientes
constantes, e a solucdo pode ser dada por uma combinagdo linear de funcdes
elementares. Mas se os parametros de fundagdo variam, a equagdo diferencial na
maioria dos casos nio pode ser resolvida de maneira exata, e técnicas numéricas
devem ser utilizadas.

Em Serebrenick (2004) observamos como foi analisada a estabilidade de

colunas em uma fundacdo eldstica, usando uma formulagdo nao-linear.
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A maioria dos modelos de base elastica encontrados na literatura € obtida a

partir da especializacdo da expressdo:

p=kwtkw., +kw, ., (3.40)

onde p representa a forca exercida pela fundagdo sobre o elemento.

Pode-se ter ainda o caso de fundagdes com um comportamento nao-linear,
onde pode haver, ganho ou perda de rigidez, a medida que aumentamos os
deslocamentos verticais. Nestes casos a parte ndo-linear da reacdo da base eldstica
sobre a estrutura tem sido geralmente expressa por um termo cibico em w, e tem-

se entao:

p=kwtkw +k,w . £2kw. (3.41)

O sinal positivo na expressdo acima corresponde a uma base eldstica com
ganho de rigidez (hardening foundation), e o sinal negativo a uma base eldstica
com perda de rigidez (softening foundation).

Na tabela sdo apresentados os modelos de base eldstica mais usados na
literatura e sdo definidas dentre as constantes k; (i = 1,..,4), usados em (3.41), as
que caracterizam cada um dos modelos.

No modelo de Filolenko-Borodich considera-se uma membrana elastica
sobre as molas, sendo entdo, a constante k; o valor da tensido exercida nesta
membrana. No modelo de Hetényi, a constante k, é o coeficiente de rigidez do
elemento. E no modelo de Pasternak a constante k; representa a forca cortante
existente entre os elementos verticais.

Na tabela 1 temos a especificacdo de cada modelo de fundacéo:
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Modelos Constantes da fundagao
k#0
Winkler
ki, k2, k3=0
kek #0
Filolenko-Borodich
kz € k3 =0
kek, #0
Hetényi
k] € k3 =0
kek #0
Pasternak
kz € k3 =0
k#0
Fundacio Generalizada
ki, ko, k3 =0
keki #0
Reissner
kz (& k3 =0

Tabela 3.1 — Modelos de Fundacgao

No nosso estudo usamos o principio do modelo de Winkler, porém com uma
modificacdo na sua formulacao, considerando uma angulacdo nas deformacdes.
Nesse caso a constante k é multiplicada por um fator, o qual fornece um angulo

formado pelas molas, ficando a expressdo da pressao fica da seguinte forma:

kazr

=— (3.42)
A

Para incluirmos o efeito da base eldstica no problema, basta incorporar a

forca correspondente. Tomando k como sendo a constante eldstica da base, temos

algumas mudancas nas formulagdes numéricas anteriores.
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Figura 3.6 - Pressdo dentro do expansor

fF £ £ % ¥ T 7

Figura 3.7 - Base elastica

NN
/
¥y L% %

Figura 3.8 — Base elastica implementada
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3.6.1.
Equacoes de equilibrio da membrana sobre base elastica

As equagdes ficam da seguinte maneira, substituindo-se o P da equacio
(3.34) por p, que € descrito pela equacgao (3.42):

lllz[P—kazr ) ’
A

1 Z
- + AW
H Al

G =

=[=

F:i{l; m—wm —i(llwl _)'2W2)j|
W, A, iz

Com o sistema de quatro equagdes:

’

r=U

7=V

”:U’:“FJ;ZG)
A

Z”:V,:—(ZFA:ZFG)

As condicdes de contorno estio descritas na equacao (3.38).
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