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Analise numeérica

Resolvemos o sistema de equacdes diferenciais ndo-lineares sujeito as
condicdes de contorno através do programa de computador Maple 9. O sistema foi
resolvido para o caso particular de material Neo-Hookeano, cujas deformacdes
eram grandes o suficiente para satisfazer essa condicdo.

Transformamos o sistema de duas equacdes diferenciais ordinarias ndo-
lineares de segunda ordem em um sistema de quatro equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem.

Isso foi possivel através do uso de varidveis auxiliares, onde as varidveis

auxiliares U e V correspondem as derivadas primeiras de r e z. Desse modo,

temos que:
r=U
7=V
U - (FF +ZG)
A
"oy (z’F -rG)
onde,
(W, r
F:i lz _l_VVlz (&Wl _)'2W2)
W, A, A,
2 ’
oM MLP 7 LW,
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Como a membrana € fixa no bordo, r = a, as condi¢des de contorno sio:

r0)=0
z(O): 0
Z(0)=0

rla)=a

onde, a = raio da membrana indeformada

O problema foi resolvido através do método numérico de Runge-Kutta,
presente na biblioteca do programa Maple 9. Para a aplicacio do método na

solugdo do sistema de equagdes diferenciais, a varidvel independente é p e as
varidveis dependentes sdo r(p), r (p), z(p), ' (P).

Para a utilizacdo do método de Runge-Kutta, é preciso saber as condicdes de
contorno iniciais, em p = (. Sabemos os valores de r(0), z(0), z'(0), mas nao
conhecemos 1 (0). Entdo, estimamos valores de r(0) até que se atingisse a
configuracdo deformada desejada, ou seja, r(a) = a. Essa técnica para encontrar a
solugdo através desses ajustes é chamada de “Shooting Method”, vista em
Krayterman (1990), sendo a convergéncia obtida pelo método de Newton-
Raphson.

Para a solucdo desse sistema de equagdes diferenciais no Maple 9,
utilizamos um valor bem préximo a 0, visto que o programa nio obteve resultados
satisfatérios no ponto 0. técnicas de otimizacdo numérica para problemas de
engenharia sdo apresentadas em Vanderplaats (1984), tendo uma abordagem mais

ampla sobre o assunto.

5.1.
Método de Newton-Raphson

Seja f(x) uma fungdo continua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da

equagdo f(x)=0. Transformamos esta equagdo em uma equagdo equivalente
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x=@(x) e a partir de uma aproximacgao inicial xo geramos a seqii€éncia {xx} de
aproximacdes para & pela relacdo Xx.1= @(Xx), pois a fungdo ¢(x) € tal que f(&)=0
se e somente se ¢(§)= &.

O método de Newton-Raphson usa uma funcio de iteracdo ¢(x) em que
¢’ (x)=0.

Entdo, dada a equagdo f(x)=0 e partindo da forma geral para o(x),
queremos obter a funcdo A(x) tal que ¢’(x)=0.

o(x) = x + AXf(x)

— o'(x) =1 + A’(X)f(x) tAX)f "(x)

— 9’9 = I+ A°(Of(C) +A ()

=@ =1+A Q)

Assim, ¢’(€) = 0 — 1 + AE)F (&) = 0, logo A()=- ,1

7€)

, donde

1

£

Entdo, dada f(x), a funcdo de iteracdo o(x) = x -

tomamos A()=—

f&)

’

serd tal que

¢’ (£)=0, pois como podemos verificar:

LG = )7 (x) _ fe)f () _ £ ()
[ F V(S S VY §

9'(=1-

e como f(§)=0, ¢’(£)=0 (desde que f’(§) # 0).

Para encontrarmos os valores de r°(0) a serem utilizados nas resolucdes do
sistema de equagdes, utilizamos o método de Newton-Raphson. Conhecemos r(0),
z(0) e z'(0), mas nao sabemos o valor de r (0). Entdo utilizamos esse método com
a condi¢do de que r(1)=1 fosse satisfeita, dentro de tolerancias especificadas, no
caso 107

Foi implementado no programa Maple 9, que estd em anexo, o método
para alcancarmos um resultado que se adequasse satisfatoriamente com a teoria.

Fazendo uma andlise geométrica do método temos que dado o ponto

(xk , f (xk )) tracamos areta L, (x) tangente a curva neste ponto:

L, (x): f(xk )+f,(xk )('x_'xk)
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L, (x) é um modelo linear que aproxima a fung¢io f(x) numa vizinhanga
de x, .

Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(xk)
f,(xk)

Fazemos entao x,,, = x

L(x)=0=x=x, -

Graficamente:

f(x)

X .

X, X

Figura 5.1 — Newton-Raphson

v
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5.2
Verificacao do modelo computacional

Para validarmos o modelo numérico implementado no Maple 9, realizamos
a verificacio que segue.

Na presente verificagdo, comparamos o volume obtido numericamente com
o volume calculado pela férmula da calota esférica, que pode ser observado na

Figura 5.2.

) T L3
Volume da calota esférica = —z° 2 + <
3 2z 2

Onde, r — raio da membrana

z — altura da calota esférica
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Figura 5.2 - Volume x Altura

Podemos verificar pela Figura 5.2 que o volume obtido pelo modelo
numérico tem uma convergéncia satisfatéria com o da férmula da calota esférica,
forma aproximada da expansao.

Na Figura 5.3 acompanhamos o processo de expansdo da membrana. Os
valores do raio e da altura estdo adimensionalisados, divididos pelo comprimento
inicial do raio, a, e o valor do volume € adimensional.

A cada incremento de volume podemos observar na Figura 5.3 como a
membrana se deforma. Com isso podemos ver que a geometria fornecida pelo

computador € semelhante a observada experimentalmente.
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—e— Vol = 0,08
—=— Vol = 0,40
Vol = 0,80

—s«—Vol = 1,20
—x— Vol = 1,60

Figura 5.3 — Raio x Altura - base rigida

Na figura 5.4 podemos observar como se deformou o lencol de borracha no

ensaio experimental em relacdo a geometria obtida através do modelo numérico.

—¥—numérico
—e&—experimental

Figura 5.4 — Comparagéo da geometria do ensaio experimental e do modelo numérico

A figura 5.4 mostra as geometrias obtidas no final da expansdo com uma

aproximacao satisfatéria do modelo numérico com a experiéncia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321557/CA




