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Modelagem por Grafos para Leiloes de Demanda Unitaria

Para que possamos analisar os diversos tipos de mecanismos existentes
para leiloes de demanda unitaria, precisamos escolher uma maneira de
modelar um leilao deste tipo. Para tal, é necessdrio representarmos os
consumidores, os bens e os lances, que podem ser vistos como uma tripla
ordenada (consumidor,bem,valor).

Neste capitulo, descrevemos como podemos usar a teoria de grafos
para representar um leilao de demanda unitaria. Grafos sao muito utilizados
em matematica e ciéncia da computacao para modelar diversos tipos de
problemas, desde a solu¢ao do caminho mais curto (ou mais barato) entre
dois pontos de um mapa utilizando as estradas existentes até decidir se é
possivel obter lucro através da realizacao de uma seqiiéncia de operacoes
cambiais.

Um grafo nao-direcionado, G = (V, E), é representado por um conjunto
V' de vértices, ou nés, e um conjunto F de arestas. Cada aresta é um par ndao-
ordenado de dois vértices pertencentes a V. Pode-se pensar na representacao
grafica de um grafo nao-direcionado como um conjunto de pontos (os vértices)
interligados por linhas (as arestas). Por simplicidade, consideraremos que
nao podem haver lagos, isto é, arestas ligando um né a si proprio, nem
arestas paralelas, isto é, duas ou mais arestas que conectam um mesmo par
de vértices. Em grafos nao-direcionados, podemos nos movimentar a partir
de um vértice utilizando qualquer aresta incidente nele.

Em um grafo direcionado, as arestas, ao invés de pares nao-ordenados,
passam a ser pares ordenados de vértices. Dessa maneira, s6 é permitido se
mover a partir de um vértice utilizando arestas que “saiam” deste vértice. A
representacao grafica de um grafo direcionado é muito parecida com a de um
grafo nao-direcionado, porém, as linhas que representam as arestas devem
ter uma seta indicando a direcao da aresta. Mais uma vez, consideraremos
que nao existem lagos nem arestas paralelas, cuja definicao, no caso de grafos
direcionados, passa a ser arestas com mesma origem e mesmo destino.

O grau de um vértice é igual ao nimero de arestas que incidem no

vértice. O grau de entrada de um vértice indica o nimero de arestas que
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“entram” no vértice e, semelhantemente, o grau de saida indica o nimero de
arestas que “deixam” o vértice. No caso de grafos nao-direcionados, o grau,
o grau de saida e o grau de entrada tém o mesmo valor. No caso de grafos
direcionados, o grau de um vértice ¢ igual ao grau de entrada mais o grau
de saida. E facil perceber que a soma dos graus de todos os vértices de um
grafo é exatamente igual ao dobro do niimero de arestas.

Cada vértice e cada aresta de um grafo pode ter um peso, ou custo,
associado a eles. Este peso normalmente é utilizado para representar algum
valor do problema sendo modelado, como, por exemplo, o peso de uma aresta
pode ser equivalente ao tamanho de uma rua.

Um caminho em um grafo é uma seqiiéncia de vértices, com a condi¢ao
de que deve haver uma aresta que permita se mover de cada um dos vértices
ao vértice seguinte da seqiiéncia. Quando nenhum vértice do caminho se
repete, dizemos que o caminho é simples. O custo de um caminho é, em
geral, a soma dos custos das arestas utilizadas no caminho, sendo que
arestas repetidas devem ser contadas multiplas vezes. O comprimento de
um caminho ¢ igual ao nimero de arestas que pertencem ao caminho sendo
que, novamente, arestas utilizadas mais de uma vez sao contadas multiplas
vezes.

Quando um caminho comeca e termina em um mesmo vértice, dizemos
que o caminho é um ciclo, ou circuito. Se nenhum vértice se repete, a excecao
do primeiro e do tltimo, evidentemente, e o caminho tem comprimento maior
ou igual a 3, o ciclo é dito simples. Um grafo é dito aciclico quando nao possui
nenhum ciclo.

Dizemos que um grafo é conexo quando existe um caminho entre
quaisquer dois vértices distintos pertencentes ao grafo.

Um algoritmo de busca para um grafo, é um algoritmo que, comecando
em um vértice qualquer do grafo, passeia pelas arestas do grafo de forma
a “visitar” todos os vértices que sao alcancaveis a partir do né inicial.
Geralmente, algoritmos de busca sao classificados de acordo com a ordem
em que os vértices sao visitados, sendo que os dois mais importantes sao o
de busca primeiro em profundidade e o de busca primeiro em largura.

Em termos simples, a busca primeiro em profundidade, ou, simples-
mente, busca em profundidade, visita os “filhos” de um noé antes de visitar
seus “irmaos”. E o tipo de busca mais utilizada por ser de implementacao
muito mais simples que a busca em largura. A busca ocorre chamando o

procedimento DF'S a seguir passando um grafo G' e um vértice v € V:
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DFS(G,v)
Para cada vértice u € V
visitju] =0
DFSAuz(v)

DFSAux(v)
Processe o vértice v
visitlv] = 1
Para cada vértice u tal que e = (v,u) € E e visit[u] =0
DFSAuz|ul

A busca primeiro em largura, ou busca em largura, se diferencia pelo
fato que antes de visitar o “filho” de um no, todos os seus “irmaos” sao
visitados. Isso pode ser obtido mantendo-se uma fila global indicando a ordem
em que os nés devem ser visitados. Sempre se deve visitar o primeiro né da fila
e, quando um no estd sendo visitado, todos os “filhos” deste né que ainda nao

foram visitados nem adicionados a fila, devem ser colocados ao final desta.

Um grafo G’ = (V', E') é dito um subgrafo de G = (V, E) se:
1. V' cV;
2. B'C E;e
3. Se (i,j) € E',entaoi e V' eje V.

Um grafo é dito completo quando existem arestas ligando todos os
pares de vértices do grafo. Um grafo é bipartido quando é possivel dividir
o conjunto de vértices em dois, tal que nao exista aresta conectando dois
vértices pertencentes ao mesmo conjunto. Finalmente, um grafo é bipartido
completo, se ha arestas ligando todos os vértices de um grupo a todos os
vértices do outro grupo.

Um conjunto de arestas M ¢é um emparelhamento para o grafo G =
(V,E) quando M C E e M nao possui nenhum par de arestas adjacentes
entre si. Duas arestas sao adjacentes se ambas incidem em um mesmo vértice.
O emparelhamento ¢ dito perfeito quando todos os vértices de V' sao tocados
por uma e somente uma aresta de M.

Mostraremos agora como podemos utilizar grafos para modelar um
Leilao de Demanda Unitaria. Veremos também como utilizarmos um sub-
topico da teoria de grafos, conhecido como Redes de Fluxo, para que pos-
samos implementar nossos mecanismos de uma forma computacionalmente

eficiente.
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Utilizando grafos, podemos representar os consumidores e os bens uti-
lizando vértices, enquanto os lances sao representados por arestas. Como
sugere a intuicao, o lance do consumidor ¢ pelo produto j deve ser represen-
tado por uma aresta entre o vértice que representa o consumidor ¢ e o que
representa o bem j. O peso da aresta pode variar, de acordo com o tipo de
algoritmo que serd utilizado mas deve ser alguma funcao do valor do lance.
Para efeitos de modelagem, o peso da aresta é igual ao valor do lance. Para
que nao haja arestas paralelas, para cada par bem-consumidor consideramos
apenas o lance de maior valor do consumidor pelo bem.

Como nao havera arestas ligando dois consumidores entre si e nem dois
produtos entre si, o grafo é bipartido. Considerando que todo o consumidor
oferece um lance de valor zero por todos os bens (esta presunc¢ao nao prejudica
os consumidores de nenhuma forma), passamos a ter um grafo bipartido
completo.

Embora modelar o leilao como um grafo nos ajude a visualizar o pro-
blema, isto ainda nao ¢ suficiente para que possamos projetar algoritmos que
sejam capazes de executar os mecanismos descritos anteriormente, tampouco
0s mecanismos que serao descritos no préximo capitulo. Para tal, como men-
cionado anteriormente, utilizaremos um sub-topico da teoria de grafos co-
nhecido como redes de fluxo, mais especificamente, nos deteremos em redes

de fluxo unitérias.

3.1
Redes de Fluxo Unitarias

Uma rede de fluxo é um grafo direcionado onde as arestas possuem
um peso e uma capacidade. O peso de uma aresta é equivalente ao custo de
atravessar uma unidade de fluxo através dela. A capacidade de uma aresta
indica a quantidade méaxima de fluxo que pode atravessar uma aresta em
qualquer instante de tempo, sendo que este fluxo sempre deve possuir a
mesma orientacao da aresta. Quando todas as arestas tém capacidade igual
a um, a rede de fluxo é dita unitaria.

Dado que os algoritmos para redes de fluxo sempre sao validos para
0 caso unitario e, de fato, muitos deles possuem uma melhor complexidade
computacional nesse caso, e, como veremos, ¢ bastante intuitiva a modelagem
de um leilao de demanda unitaria com a restricao de que todas as capacidades
devem ser iguais a um, concentraremos nossos estudos apenas no caso
especifico das redes de fluxo unitarias.

Um fluxo em rede é uma atribuicao de valores de fluxos para as arestas

da rede. A soma dos fluxos das arestas que chegam em um vértice deve ser
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igual a soma dos fluxos das arestas que deixam este mesmo vértice (restrigao
de conservagao de fluxo), excegao feita aos nés fonte e sumidouro, que sdo
capazes de “injetar” e de “remover” fluxo, respectivamente.

Mais formalmente, de acordo com (04, 01), uma rede de fluxo é um grafo
orientado G = (V, E), onde toda aresta e = (u,v) € E possui uma capacidade
nao-negativa c(e) > 0. Se (u,v) ndo pertence a F, entdo assumimos que
c(u,v) = 0. Existem dois vértices especiais, o né fonte s e o sumidouro t. O
grau de entrada do no fonte s é igual a zero e, de forma equivalente, o grau
de saida do n6 sumidouro ¢ também ¢ zero. Consideramos que para qualquer
n6 u do grafo, existe um caminho entre s e ¢ que passe por u. Um fluxo em

G é uma funcao f : V x V — R que satisfaz as seguintes restrigoes:

Z f(u,v) =0, para todo u € V — {s,t} (Conservacao de Fluxo)

veV
f(u,v) < e(u,v), para todo e = (u,v) € E (Restrigdo de Capacidade)
f(u,v) = —f(v,u), para todo e = (u,v) € FE (Simetria Obliqua)

O valor do fluxo f é definido como:

=D f(s,v),

veV
isto é, o fluxo que flui do no fonte s até o sumidouro ¢ é igual ao fluxo que
“deixa” o né fonte. O fato que este fluxo “chega” ao sumidouro é garantido
pelas trés restricoes acima.
Sendo w,, 0 peso da aresta (u,v), o custo w de um fluxo em rede f é

definido por:

w = Z J(u,v) % Wy ,.

e=(u,v)eE
Algumas modificagbes sao necessarias no grafo da secao anterior que
modelava um leilao de demanda unitaria para que este seja uma rede de
fluxo unitaria. Para tal, precisamos decidir a direcao de cada aresta, bem
como determinar quais sao os nos fonte e sumidouro. Uma maneira simples

e bastante intuitiva de realizarmos isso ¢ a seguinte:

— As arestas que representam os lances deixam o grupo de consumidores
e chegam no grupo de bens, sendo que o peso dessas arestas deve ser

uma func¢ao do valor de cada lance;
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Devemos criar um no fonte s capaz de injetar até v unidades de fluxo

na rede, onde v é a quantidade méxima de bens que se deseja vender;

— Para cada consumidor, conectamos uma aresta de peso zero que deixa

s e chega ao consumidor;

Criamos também um né sumidouro ¢ capaz de absorver v unidades de

fluxo; e

— Para cada bem, ligamos uma aresta de peso zero que deixa o bem e

chega em .

Evidentemente, a capacidade de todas as arestas do grafo deve ser igual
a um. Apenas a titulo de curiosidade, descrevemos a seguir o significado da
capacidade de cada aresta, e como poderiamos utilizar a mesma rede com

capacidades diferentes para modelar outros tipos de leiloes:

— A capacidade das arestas que representam os lances pode modelar
o numero maximo de copias do bem no qual o consumidor estd

interessado;

— A capacidade das arestas que ligam o né s aos consumidores representa

o nimero de bens que cada consumidor pode adquirir; e

— A capacidade das arestas que conectam cada bem ao vértice t indica o

nimero de cépias existentes de cada bem.

Da maneira como projetamos a rede, enviar x unidades de fluxo do
no fonte para o sumidouro equivale a fazer x atribuicoes vélidas bem-
consumidor. Um conjunto de atribuigoes é vélida se ela respeita as regras
do leilao, que, neste caso, sao de que nenhum produto pode ser vendido a
dois consumidores diferentes e de que nenhum consumidor pode comprar dois
produtos diferentes nem mais do que uma copia de um mesmo produto.

A seguir descrevemos alguns conceitos e alguns problemas que podem

ser abordados (e resolvidos) utilizando a teoria de de fluxo em redes.
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«Capacidade: Quantidade de j que i pode adquirir
*Custo: Valor do lance de i por j

Arestadeja T;
*Capacidade: Copias de j
*Custo: Zero

Arestade Sai:
*Capacidade: Quantidade de bens que i pode adquirir
*Custo: Zero

Figura 3.1: Utilizando grafos de fluxo para modelar um leilao

3.1.1
Redes Residuais

Uma rede residual para um fluxo em rede pode ser vista como uma rede
de fluxo em que a aresta (u,v) sé estd presente caso seja possivel, no fluxo
em rede original, enviar fluxo de u para v, ou, alternativamente, deixar de
enviar fluxo de v para u.

Dado um fluxo em rede, é possivel derivar a rede residual correspon-

dente com os seguintes passos:

— Os vértices das duas redes sao os mesmos;

— Para cada aresta com capacidade ¢, fluxo corrente f > 0 e custo p,
criar uma aresta de direcao oposta a da rede original, com capacidade

f e custo —p; e

— Para cada aresta com capacidade ¢, fluxo corrente f < c e custo p, criar
uma aresta de mesma direcao que a da rede original, com capacidade

c— f e custo p.

Repare que é possivel termos uma aresta na rede residual realizando
uma ligacao inexistente na rede original (uma aresta que deixa um bem j
e chega em um consumidor i, por exemplo). Caso passemos fluxo por esta
“nova” aresta, isto significa que estamos deixando de atribuir j para .

Vale ressaltar que sempre que houver modificacao no fluxo da rede
original, devemos recalcular a rede residual. De fato, isto pode ser simplificado

modificando apenas as arestas nas quais houve mudanca de fluxo.
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A grande vantagem da utilizagao de redes residuais é que este artificio
torna muito mais simples a elaboragdao e a implementagao de algoritmos
que precisam operar sobre redes de fluxo. Em geral, os algoritmos precisam
encontrar um caminho entre os nés s e t na rede residual, sem ter que se

preocupar com o fluxo atual e a capacidade de cada aresta.

3.1.2
Caminhos Aumentantes

Um caminho aumentante de um fluxo em rede é qualquer caminho
que exista entre s e t na rede residual correspondente. A capacidade de um
caminho aumentante ¢é igual a menor capacidade das arestas que pertencem
ao caminho. No nosso caso, como todas as capacidades sao unitarias, a
capacidade de qualquer caminho aumentante sempre serd igual a um. O custo
de um caminho aumentante ¢é igual a soma dos custos das arestas que fazem
parte do caminho. Cada vez que enviamos uma unidade de fluxo por um
caminho aumentante, elevamos o custo de nosso fluxo em uma quantidade
igual ao custo do caminho aumentante e acrescemos uma unidade ao valor

do fluxo.

3.1.3
Fluxo Maximo

Como o préprio nome sugere, o fluxo maximo numa rede de fluxo é
a maior quantidade de unidades de fluxo que é possivel enviar do né fonte
s para o né sumidouro t. Ele é muito utilizado para calcular tamanhos de
emparelhamentos maximos de grafos bipartidos.

Uma maneira simples de calcular o fluxo maximo é repetidamente
encontrar um caminho aumentante e enviar fluxo através dele. Quando
nao existir mais nenhum caminho aumentante, significa que ja encontramos
o fluxo méaximo que pode ser enviado de s a t. Quando utilizamos um
mecanismo de busca qualquer para encontrar os caminhos aumentantes,
temos o algoritmo de Ford-Fulkerson (04). Quando ¢é utilizada busca em
largura, temos o algoritmo de Edmonds-Karp (04), que apresenta uma melhor
complexidade. Para o caso de redes com capacidades unitdrias, no entanto,
usar tanto busca em largura quanto busca em profundidade resulta na mesma

complexidade computacional.
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3.14
Fluxo de Custo Minimo

Um fluxo de valor f é dito de custo minimo quando nao existe nenhum
outro fluxo de mesmo valor e menor custo. Logo, para buscar fluxos de custo
minimo é necessario antes estabelecer o valor do fluxo desejado, sendo que
este nunca deve exceder o tamanho do fluxo maximo.

Calcular um fluxo de custo minimo ¢ 1til quando desejamos, por
exemplo, encontrar o emparelhamento de menor custo de um grafo bipartido.

Existem diversos algoritmos para calcular o fluxo de custo minimo. Aqui
estudaremos dois desses algoritmos, o de caminhos mais curtos sucessivos, que
comeca com um fluxo de valor zero e o aumenta repetidamente até atingir
o valor de fluxo desejado, e o de eliminagao de ciclos negativos, que recebe
um fluxo qualquer de valor igual ao desejado e busca diminuir o custo deste
fluxo até encontrar o fluxo de custo minimo. Para um aprofundamento no

tema, recomenda-se a leitura de (01).

Caminhos Mais Curtos Sucessivos

O algoritmo de caminhos mais curtos sucessivos deve receber como
parametros uma rede de fluxo e um valor de fluxo alvo f, menor ou igual
ao fluxo maximo que pode ser transmitido pela rede em questao. Por
simplicidade, como fizemos até aqui, assumiremos que existe apenas uma
fonte e um sumidouro, ja que redes com varias fontes e varios sumidouros
podem, através de uma transformacao simples, sempre ser representadas
utilizando apenas uma fonte e um sumidouro (ver (04, 01)).

A idéia por tras do algoritmo é bastante simples. A cada passo é
calculada a rede residual correspondente ao fluxo em rede corrente de valor
f" e, em seguida, utilizando os pesos das arestas da rede residual, busca-se
o caminho de menor peso entre s e t. Encontrado este caminho, calcula-se
a menor capacidade ¢ de uma aresta pertencente ao caminho e sao enviadas
min{c, f — f’} unidades de fluxo através do caminho encontrado. Repete-se
o algoritmo até alcancarmos o valor de fluxo desejado.

Como estamos nos atendo a redes de fluxo unitarias, sabemos que todo
caminho encontrado tera capacidade igual a um. Também sabemos, pelas
caracteristicas do nosso grafo, que o valor do fluxo maximo sera o menor
dentre o niimero de bens e de consumidores. Logo, é facil perceber que este
algoritmo de fato termina.

Para finalizarmos a analise do algoritmo, portanto, falta determinarmos
a complexidade de encontrarmos o caminho de menor custo entre s e t.

Devemos observar que, por construcao, é possivel que tenhamos arestas de
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peso negativo na rede residual, logo, precisamos utilizar um algoritmo de
caminho de menor custo que possa lidar com essa situacao. Uma escolha
natural é o algoritmo de Bellman-Ford (04), que encontra tal caminho em
O(|V||E]). Sendo n o niimero de consumidores e m o nimero de bens, significa
que cada iteracao do algoritmo tem complexidade O(n?.m + m?.n). Como
podem ser necessdrias até min{n, m} iteragoes, a complexidade final sera
O(m?*.n?).

Sabemos, no entanto, que utilizando o algoritmo de Digkstra (04), con-
siderando que o nosso grafo é denso (numero de arestas préximo ao quadrado
do ntimero de vértices) e dado que tivéssemos uma maneira de mudar os pesos
das arestas de forma que fossem todos eles nao-negativos, buscar o caminho
de menor peso entre s e t na rede residual teria complexidade O(n? + m?).
Sendo assim, a complexidade final seria O(min{n*m, m?.n}).

De fato, existe uma correcao no peso das arestas que faz com que
todas tenham pesos positivos ao mesmo tempo que garante que o caminho
encontrado pelo algoritmo de Dijkstra é minimo mesmo quando considerados
0os pesos originais. Esta correcao se da pela introducao do conceito de
potenciais dos nés: sendo p; o potencial do né %, p; o potencial do né j e
w(i,j) o peso da aresta (i,7) na rede residual, o peso corrigido da aresta
(,7) é w(i,j) — pi +pj. Todos os nds comegam com potencial zero e, quando
é enviado fluxo de s a t pelo caminho de menor custo encontrado, usando os

pesos corrigidos, deve-se atualizar os potenciais da seguinte maneira:

— Terminada a execuc¢ao do algoritmo de Dijkstra, tera sido encontrado

um caminho de peso minimo de s a qualquer né do grafo;

— Considere que w, é igual ao custo (considerando pesos corrigidos)
do caminho de menor peso entre s e ¢ encontrado pelo algoritmo de

Dijkstra, sendo que, evidentemente, w’, é zero; e

— O potencial de i deve ser atualizado subtraindo-se dele o valor w;, assim

o novo potencial do né i passa a ser igual a p; — wy.

Repare que, para podermos atualizar os potenciais com sucesso, é
necessario que continuemos o algoritmo de Dijkstra mesmo apds o caminho
de menor custo entre s e ¢ ter sido encontrado. E possivel, porém, fazer uma
ligeira modificacao que, embora nao melhore a complexidade computacional

do algoritmo, melhora seu tempo de execugao na pratica:

— Interrompa a execucao do algoritmo de Dijkstra assim que tiver sido

encontrado o caminho de menor custo entre s e t;
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— Quando da interrupcao, caminhos mais curtos de s a outros nos
possivelmente terao sido encontrados e, para estes nés, deve ser aplicada

a mesma regra anterior de atualizacao dos potenciais; e

— O potencial de qualquer n6 i para o qual nao foi encontrado um caminho
de custo minimo a partir de s deve ser atualizado subtraindo-se dele o

valor wj, isto é, o custo do caminho entre s e t, ao invés de w;.

Figura 3.2: Caminhos mais curtos sucessivos

Para uma prova da corretude deste algoritmo ou para um aprofunda-

mento no tema, recomenda-se a leitura de (01).

Eliminacao de Ciclos Negativos

Este algoritmo baseia-se no teorema que afirma que um fluxo é de
custo minimo se e somente se sua rede residual nao possui ciclos de custo
negativo (01). A idéia deste algoritmo é, portanto, encontrar sucessivamente
ciclos negativos na rede residual de um fluxo em rede que ja possui o valor
desejado, ou seja, este algoritmo nao altera o valor do fluxo enviado entre s
et.

Figura 3.3: Eliminacao de ciclos negativos

Como consideramos o caso em que s6 existe um sumidouro, sabemos
que, caso exista um ciclo de custo negativo, este pode ser detectado exe-
cutando o algoritmo de Bellman-Ford na rede residual para encontrar os
caminhos de custo minimo para todos os nés partindo do sumidouro. Encon-
trado um ciclo qualquer de custo w < 0 na rede residual, enviar fluxo por

este ciclo significa reduzir o custo total do nosso fluxo em rede de exatamente
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w. Ap6s enviar fluxo pelo ciclo encontrado, deve-se repetir o algoritmo até
que nao seja mais possivel encontrar um ciclo de custo negativo.

Apesar da complexidade computacional deste algoritmo ser muito
pior que a do algoritmo de caminhos mais curtos sucessivos, em algumas
situagoes ele pode apresentar um melhor desempenho. Resumidamente, deve-
se considerar a possibilidade de utilizagao deste algoritmo quando temos um
fluxo em rede de custo muito proximo ao minimo como, por exemplo, quando

removemos um nd de um fluxo de rede de custo minimo.
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