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4
Novos Mecanismos para Leiloes de Demanda Unitaria

Neste capitulo, sao propostos novos mecanismos para Leiloes de
Demanda Unitaria. Inicialmente, mostramos qual é o modelo utilizado,
em seguida, apresentamos alguns resultados obtidos na area de Grafos e,
finalmente, descrevemos os mecanismos propostos para resolver o problema

em questao.

4.1
O Modelo

Seja C'= {1,2,...,n} um conjunto de consumidores e seja [ um con-
junto de k itens distintos. Consideramos que os mecanismos aqui propostos
sao mecanismos de lances-fechados (os valores dos lances de um consumidor
nao sao revelados aos demais consumidores) aonde cada consumidor pode ofe-
recer um lance por cada item em /. Um mecanismo para leildes de demanda
unitaria é uma funcao que mapeia qualquer conjunto possivel de lances em
um par (A, p), onde A é uma alocagao que indica qual item é vendido a qual
consumidor e p é um vetor que informa o preco de cada bem alocado. A
um consumidor ¢ sé pode ser alocado um bem j se o seu lance por j nao
for menor que o preco de venda deste bem. Assumimos que o mecanismo
empregado pelo leiloeiro é publicamente conhecido e as seguintes suposicoes

sao feitas a respeito dos consumidores:

— Para todo par (i, j) € C' x I, o consumidor 7 tem uma avaliacao privada
(nado conhecida publicamente) v; ; > 0 por todos itens j. A avalia¢do
v;,; ¢ 0 pre¢co maximo que % estd disposto a pagar por j;

— Se o consumidor ¢ compra o item j pagando p;, entao seu lucro
(utilidade) é u; = v; ; — p;;

— Todo consumidor é racional e ird realizar lances com o intuito de

maximizar seu préprio lucro;

— Nao existe conluio de consumidores, ou seja, sob nenhuma hipdtese
considera-se que os consumidores podem se unir com o objetivo de

burlar o leilao; e
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— Os consumidores sao indistinguiveis do ponto de vista do leiloeiro.

Relembrando alguns conceitos, a receita alcancada por um mecanismo
de leilao para um dado conjunto de lances é a soma dos precos pagos pelos
bens alocados durante o leilao. A eficiéncia economica de um mecanismo
de leilao é definida como a soma das avaliacoes de cada consumidor pelo
conjunto de bens adquiridos.

Um mecanismo aleatorizado de leilao é uma distribuicao de probabili-
dade sobre mecanismos deterministicos. Seguindo o proposto em (06), ado-
tamos que um mecanismo revelador aleatorizado é uma distribuicao de pro-
babilidade sobre o conjunto de mecanismos deterministicos reveladores.

Para melhor entendermos os resultados, reformulamos alguns dos con-
ceitos apresentados até aqui em termos da teoria de grafos. A matriz de
avaliacao v = (v”)z;lf, que ¢ a entrada de um mecanismo revelador, pode
ser vista como um grafo bipartido completo G com pesos nas arestas. Os dois
conjuntos de G sao, evidentemente, o conjunto de consumidores e de bens,
e o peso c(e; ;) da aresta e;; ligando o consumidor ¢ ao bem j é v; ;. Por-
tanto, um mecanismo de leilao revelador deterministico A é uma funcao que

| ;

mapeia cada grafo bipartido G em um par (M, p), aonde M = UL 1€; € um

emparelhamento de G e p = (p1,...,pm) € um vetor definindo o preco de
venda de todo item alocado por M, isto é, p; é o preco de venda de um item
tocado por uma aresta e; € M. Obrigatoriamente, devemos ter p; < c(e;),
para todoi =1,..., M. A receita e a eficiéncia de A, para a entrada GG, sdo a
soma dos precos atribuidos aos itens que pertencem a M e a soma dos custos
das arestas de M, respectivamente. Claramente, para qualquer grafo, nao é

possivel que a receita seja maior que a eficiéncia.

4.2
Resultados

Para que possamos quantificar os resultados obtidos, necessitamos
estabelecer algumas defini¢oes. Para uma matriz de avaliagoes v, seja 7 (v) a
maior eficiéncia que pode ser alcangada por um mecanismo revelador. 7 (v) é
exatamente o custo do emparelhamento de custo méaximo do grafo associado
a v. Claramente, 7 (v) é um limite superior tanto para a eficiéncia quanto
para a receita alcancadas por qualquer mecanismo revelador com entrada v.
Seja ainda F(v) a receita méxima de que pode ser obtida por um leiloeiro
onisciente. Usamos s para representar min{n, k}, isto é, o minimo entre a
quantidade de consumidores e de bens. A probabilidade dos mecanismos
aqui propostos alcangarem uma certa eficiéncia economica (receita) depende

da d-competitividade do conjunto de avaliagoes. A d-competitividade de uma
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matriz de avaliagoes v é definida como o nimero minimo de consumidores
que sao capazes de gerar receita de pelo menos 7 (v)/é. Em termos do grafo
G, associado a v, é o tamanho do menor emparelhamento em G com custo
maior ou igual a 7 (v)/J.

Nosso mecanismo orientado a eficiéncia alcanga receita (7 (v)/In(s))
e eficiéncia (7 (v)) com uma probabilidade de falha que decai exponencial-
mente com o crescimento da 8-competitividade de v, isto é, o menor niimero
de consumidores que sao capazes de gerar receita de pelo menos 1/8 x 7 (v).

Por outro lado, nosso mecanismo orientado a receita alcanca uma
receita Q(F(v)) com probabilidade de falha que decresce exponencialmente
com o crescimento da In(s)-competitividade de v. Ressalte-se que provar
um limite de Q(F(v)) é mais forte que provar um limite de Q(7 (v)/In(s)),
dado que a desigualdade F(v) > 7 (v)/In(s) é sempre verdadeira e, de fato,
podemos ter inclusive F(v) = Q(7 (v)).

4.3
Resultados Tedricos de Grafos

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre a teoria de grafos
que sao importantes para o projeto e analise dos mecanismos propostos neste
capitulo.

Seja G um grafo bipartido completo com pesos nas arestas. Para um
consumidor ¢, utilizamos a notagao G_; para designar o subgrafo induzido
em GG apds a remocao de ¢ do conjunto de vértices de G. Seja ¢’ a aresta de
menor peso em um emparelhamento M de G. Definimos F(M) = |M|xc(e') e
T(M) =3, cle). Usamos MZ para representar o maior emparelhamento
de G' que maximiza 7 (-). Semelhantemente, utilizamos M para representar
o maior emparelhamento de GG que maximiza F(-). Definimos Fg = F (M)
e 7o = T(MZ). Entao, a d-competitividade de G' é o tamanho do menor
emparelhamento M que satizfaz 7T(M) > 75/d. A seguinte proposigao
apresenta relagoes entre as métricas 7 (), F(-) e a competitividade de um

grafo.

Proposigao 4.1 Para todo grafo G, temos Fg > T/ In(s).

Prova. Sejam ey, . .., ey as arestas de MZ ordenadas de forma nao-crescente
em relacao aos seus pesos e seja ej» a aresta que maximiza a expressao

J* x c(ej«). Temos que:

Y

() < 2 der)
- l
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para todo ¢ = 1,...,s. Somando todas as desigualdades, concluimos
que j* x c(ej+) > 75/ In(s). Seja M o sub-emparelhamento de MZ definido
por suas j* arestas de maior peso. Finalmente, temos que Fg > F(M) >
7¢/In(s). A

Proposicao 4.2 Se a (In(s))-competitividade de G € igual a K, entao
IMZ| > K.

Prova. Se |[MZ| < K, e temos que T (M%) > F(MZL) > 75/ In(s), ha uma
contradigao quanto ao fato de que a (In(s))-competitividade de G é igual a
K.

A préxima proposicao mostra que existe um emparelhamento M que
possui valores “altos” para ambos 7 (-) e F(+). A existéncia deste emparelha-

mento é fundamental para o nosso mecanismo orientado a eficiéncia.

Proposicao 4.3 Para todo grafo G, existe um emparelhamento M tal que
F(M)>7s/(21n(s)) e T(M) > 15/2.

Prova. Sejam ey, . . ., e, as arestas de MZ arrumadas em ordem nao-crescente

de pesos e seja i* 0 maior nimero tal que i* X c(e;«) > T¢/21n(s). A existéncia

)

de tal ¢* é garantida na prova da Proposicao 4.1. Seja M definido como U;Zlej.
Claramente, F(M) > 7¢/21n(s).

Para j > i*, temos que c(e;) < 23%?1(5) Somando essas desigualdades,
obtemos que:

z 7 In(s) — In(z* 7
5 s Tl )

Sx

Logo, T(M) =>%""_,cle;) > Ts/2 1

J=1

43.1
Emparelhamentos de Aproximacao

Nesta secao apresentamos o conceito de um emparelhamento de apro-
ximagao para uma seqiiéncia de emparelhamentos. Utilizaremos este conceito
mais adiante como uma ferramenta para limitar a probabilidade de falha de
um dos mecanismos de leilao propostos neste trabalho. Em termos simples,
dada uma seqiiéncia S de emparelhamentos de um grafo GG, o emparelha-
mento de aproximacao A para S tem a propriedade que para todo empare-

lhamento S de S existe um sub-emparelhamento A’ de A cujo tamanho esta
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a um fator constante do tamanho de S e, ainda, F(A") > minges{F(S5)}/2
e T(A") > minges{7(5)}.

Para uma seqiiéncia crescente de nimeros inteiros J, seja min(J) =
min{j|j € J}, maz(J) = max{j|j € J} e pred(j) o maior elemento de J que
¢ menor que j, para todo j € J \ {min(J)}.

Definicao 4.4 Seja (M;) e uma seqiiéncia de emparelhamentos de um grafo
G, onde |M;| = j, para todo j € J. Definimos a seqiiéncia (A;) e da sequinte

maneira.:

4 - M;, se j =min(J)
! Apreaiy U {ele € M e Apreaijy U e € um emparelhamento}, c.c.

Chamamos Ayae(s) de emparelhamento de aproximagdo para a

seqiiéncia (M;)jes-

Exemplo 5 Seja G = (Vy U Vy, E) um grafo bipartido completo aonde Vi =
{1,3,5,7,9} e Vo ={2,4,6,8,10}. Considere a seqiiéncia de emparelhamen-
tos {Ms, M3, M5}, onde My = {(1,2),(3,6)}, M3 = {(1,2),(3,8),(4,10)} e
Ms = {(1,2), (3,4), (5,6), (7,8), (9, 10)}.

Temos entao As = {(1,2),(3,6)}, As = {(1,2),(3,6),(4,10)} e As, que
¢ o emparelhamento de aproximacgao para a Sequéncia de emparelhamentos
{My, M3, M5}, igual a {(1,2),(3,6),(4,10),(7,8)}.

Lema 1 Seja (M;)jc; wma seqiéncia de emparelhamentos de G, onde
|M;| = j, para todo j € J. Seja também A o emparelhamento de apro-
zimagao para a seqiéncia (M;),er. Entdo, para todo j € J, existe um sub-

emparelhamento A" tal que:
1. max{min(J),j/2} <|A'| <2j;
2. T(A") > T (Mpin(s));
3. F(A) > min{F(M,)|i € J}/2; e

4. Se € € a aresta de menor custo em A’, entdo c(e') > c(e), para toda

aresta e que pertence ao emparelhamento A\ A’.

Prova. Inicialmente, devemos notar que se obtivermos um sub-
emparelhamento A” de A que satisfaca (1) a (3), entdo podemos definir
A’ como o sub-emparelhamento de A que contém suas |A”| arestas de maior

peso. Nesse caso, A’ claramente satisfaz (1) a (4). Portanto, é suficiente
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demonstrar a existéncia de um sub-emparelhamento A” de A que satisfaca
as afirmagoes (1) a (3).

A prova consiste em demonstrar a existéncia de um sub-
emparelhamento A” que satisfaz (1), e, entdo, provar por argumentagao
que A” também satisfaz (2) e (3).

Fixe um j € J. Primeiro, demonstramos que |A;| > j/2: Por con-
tradicao, assuma que |A;| < j/2. Nesse caso, terfamos que 4; U e é um em-
parelhamento para alguma aresta e € M;, o que contradiz a definicao de A;.
Se também tivermos que |A4;| < 27, fixamos A” = A;. Caso contrario, con-
sidere o menor 7 tal que |A4;| > 2j. Claramente, min(J) < i < j. Entao,
| Aprea)| < 2j. Além disso, a definicao da seqiiéncia (A;);cs sugere que
|Ai|l < |Apreaqiy| + 1 < |Apreaqiy| + j. Como [A;| > 27, segue que Apre(iy/geq]-
Neste caso, fixamos A" = Acq)-

Agora, vamos mostrar que a afirmagao (2) também é verdadeira: Por
construcao, M) C Aj, para todo j € J. Logo, T (A") > T (Min())-

Finalmente, devemos mostrar que A” também satisfaz a afirmagao (3):
A prova da afirmagao (1) garante que A” = A;, para algum j € J. Assim,
¢ suficiente mostrar que F(A;) > min{F(M;)|i € J}/2, para todo j € J.
Utilizamos indugao nos elementos de J. Para j = min(J) o resultado vale
dado que Anin) = Mpin(s)- Assumimos que o resultado é vdlido para
pred(j). Seja € a aresta de menor peso de A;. Temos duas possibilidades:
(a) € € Apreq(j): Como |A;| > [Apreas], segue que F(A;) > F(Apreai)) >

min{F(M;)|i € J}/2, aonde a tltima desigualdade segue da hipdtese da
indugado. (b) € € M;: Como |A;| > |M;|/2, temos que F(A;) > F(M;)/2. R

4.4
Mecanismos Reveladores para Leiloes de Demanda Unitaria

Nesta secao apresentamos um conjunto de mecanismos que chamamos
de FMLDU (Familia de Mecanismos de Leiloes de Demanda Unitaria). O
mecanismo A; apresentado a seguir é empregado por todos os mecanismos
pertencentes a esta familia. A4; é uma variacao do mecanismo VCG aonde
o parametro [ limita o nimero de bens que devem ser vendidos. De fato,
o mecanismo VCG para o Leilao de Demanda Unitaria é exatamente o

mecanismo A, onde, mais uma vez s = min{n, k}.
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Mecanismo A;(H: Grafo):

1. A alocacao é definida pelo emparelhamento M de H que
maximiza 7 (-) dentre todos os emparelhamentos possiveis de

H que tenham tamanho [; e

2. Se M aloca o item j ao consumidor 7, entao o preco de venda
de j éigual a p; = v;; — T (M) +7T(M_;), onde M_; é o
emparelhamento de H que maximiza 7 (-) dentre todos os

emparelhamentos possiveis de H_; com cardinalidade [.

O préximo lema nos ajuda a limitar a receita de mecanismos de leilao

que utilizam A;.

Lema 2 Seja H um grafo bipartido completo para o qual exista um empare-
lhamento M’ com 2l arestas ou mais de peso pelo menos y. Entao, a receita

de A; quando o grafo de entrada é H €, pelo menos, | X y.

Prova. Seja M o emparelhamento que determina a alocagao de A;(H).
E suficiente demonstrar que p; = vij —T(M)+T(M_;) > y, para todo
consumidor ¢ pertencente a M.

Dado que |M'| > 2I, segue que existe uma aresta e € M’ tal que
MUe—e;; seja um emparelhamento de H_;. Logo, T (M_;) > T (MUe—e;;) >
T(M) —v;; +y e, como conseqiiéncia, p; =v;; —T(M)+7T(M_;) >y. 1

Todos 0s mecanismos em FMLDU possuem o pseudo-cédigo apresen-
tado a seguir. Inicialmente os consumidores sao aleatoriamente divididos em
dois grupos e, em seguida, um dos grupos é utilizado para estimar um valor
apropriado de [. No fim, A, é executado para os consumidores do outro grupo.
Cabe ressaltar que apenas os consumidores sao divididos em dois grupos, e
nao os bens, ou seja, todos os bens estao presentes para os consumidores dos
dois grupos. O tunico fator de distingao entre dois mecanismos pertencentes
a familia FMLDU ¢ a funcao de estimativa f empregada para determinar o
numero de itens que devem ser vendidos pelo mecanismo A;. A definicao de
f determinard a eficiéncia economica, a receita e a complexidade computa-

cional do mecanismo resultante.
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Mecanismo FMLDUy:

1. Jogue uma moeda nao-viciada n vezes para separar 0s consu-
midores em dois grupos, o grupo um e o grupo dois. Seja G
(G3) o grafo bipartido induzido pelos consumidores do grupo

um (dois) e o conjunto de todos os itens;

2. Execute Ay, para o grafo Gb.

—r— — Pregos
estimativa / A — Alocagao

Figura 4.1: Estrutura de FMLDU

Lema 3 Seja f uma fungao que mapeia um grafo bipartido completo em um

nimero inteiro positivo, entao F'MLDU; € revelador.
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Prova. A prova consiste em verificar que nenhum consumidor pode aumentar
seu lucro por fazer lances diferentes das suas avaliagoes. Para um consumidor
qualquer existem duas possibilidades: ele ser sorteado para o grupo de
consumidores utilizado para definir o nimero de bens que devem ser vendidos
ou ser sorteado para o grupo de consumidores que podem adquirir um bem no
leilao. No primeiro caso, nao importa qual seja a estratégia do consumidor,
seu lucro serd sempre igual a zero e, portanto, nunca ¢ vantajoso para o
consumidor mentir sobre suas avaliagoes. Logo, precisamos analisar agora o
segundo caso.

Inicialmente, devemos constatar que o numero de bens que serao
vendidos nao tem nenhuma relacao com os lances do consumidor que estamos
analisando. Para o consumidor ¢ como se estivesse participando de um
leilio com mecanismo VCG onde é fixo o nidmero de bens vendidos. E f4cil
adaptar a prova do Teorema 2.13 e verificar que neste caso, o consumidor
maximiza seu lucro quando oferece lances iguais as suas avaliagoes, e,
portanto, o mecanismo é revelador. Para uma prova mais ampla do fato de
que mecanismos derivados do VCG sao reveladores, recomenda-se a leitura
de (15). ®

Notamos que a idéia de aleatoriamente selecionar um grupo de consu-
midores para determinar o preco de venda de bens a serem vendidos para
os demais consumidores de um leilao apareceu anteriormente no contexto de
leildes de bens digitais (com oferta de bens ilimitada) em (05). Enquanto
este é um conceito relativamente simples, aplica-lo com éexito para o Leilao
de Demanda Unitaria e analisa-lo nao sao tarefas tao simples quanto possam
parecer inicialmente. Como um exemplo, foi necessario desenvolver o conceito
de emparelhamentos de aproximagao (Lema 1) para nos ajudar a lidar com

os detalhes técnicos disto.

4.4.1
Um Mecanismo Orientado a Receita

Investigamos agora Rev, uma definicao para f que favorece a receita.

Rev(G,:grafo)

1. Seja M! o emparelhamento de maior cardinalidade de G, tal que
F(MY) > Fa, /3.

2. Retorne [|M*]/6].

O teorema a seguir fornece um limite na receita alcancada por
FMLDUge,.
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Teorema 4.5 Seja G um grafo com (In s)-competitividade maior que 500.
Entao, FMLDUg,, simultaneamente alcanca receita QU Fg) e eficiéncia
Q(T¢/Ins) com probabilidade maior ou igual a 1 — —Fas, onde cp € a (Ins)-

competitividade de G.

Prova. Para todo j, seja M; um emparelhamento de cardinalidade j de G
que maximize F(-). O emparelhamento M; ¢ dito bom caso j > |MZ|/3
e F(M;) > Fa/9. Seja J o conjunto de nimeros inteiros definido como
J = {j|M; é um bom emparelhamento }.

Para todo j € J, seja C; o conjunto de consumidores do emparelha-
mento M;. Em relacao ao passo 1 do mecanismo FMLDU , definimos o evento
&; como o evento no qual o nimero de consumidores de C; que pertencem
ao primeiro grupo é pelo menos j/3 e nao mais que 2j/3. Além disso, seja
€= Uje] &

No que segue, fazemos algumas observagoes sob a hipdtese de que &
ocorre. Relembre que M ¢ utilizado para representar o maior emparelha-
mento de G que maximiza F(-). Seja agora M’ o sub-emparelhamento de MZ
induzido pelos consumidores de M que pertencem ao grafo G. Entao, M’
possui pelo menos |[MZ|/3 arestas e F(M') > Fa/3 > Fa,/3. Isto significa
que Fg, > Fg/3 e que |M| > |MZ]/3.

Dado que F(M') > Fg,/3, segue que F(M') > Fg/9 e, como
conseqiiéncia, |M!| € J. Por conseguinte, existem pelo menos [|M*|/3]
consumidores de C|p| no segundo grupo, acarretando assim a existéncia
de um emparelhamento de Gy, M?, de cardinalidade [|M?|/3], no qual toda
aresta tem peso maior ou igual a Fg/(9|M*|). Logo, de acordo com o Lema

2, a receita de A|an /6], para a entrada G, é pelo menos

IMY]/6] x Fa/(OIM]) = Q(Fe).

Como a proposigao 4.1 garante que Fg > 7/ Ins, conclui-se que a
eficiéncia deste mecanismo é Q(75/In s).

Podemos obter um limite para a probabilidade do evento £ de fato
ocorrer. Uma aplicagao direta do Limite de Chernoff (16) nos garante que a

/36

probabilidade do evento £; nao ocorrer é no méximo 2e~7/%. Considerando

a uniao dos eventos, obtemos que a probabilidade de falha de £ nao é maior
que Y., 2e79/%6,

Agora, usamos a condigao da competitividade de G. Dado que a (In s)-
competitividade de G é cp segue da Proposicao 4.2 que |[MZ| > cp. Isto
siginifica que o menor inteiro pertencente a J é pelo menos [cp/3]. Deste

modo,
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o —cp/108
D 2e79% < 2:2eﬁﬁg2ew <M

1 — e—1/36 = gep/108
JjeJ Jj=[ep/3]

Com relagao ao ultimo teorema, percebemos que quanto maior a
competitividade de G, maior é a probabilidade de alcancarmos os limites
previstos para a receita e a eficiéncia economica.

Se nao nos preocuparmos em provar um limite para a probabilidade de
alcancarmos uma certa receita e uma certa eficiéencia econémica, podemos
obter um mecanismo simples que alcanga receita esperada de Q(Fg) e
eficiéncia economica esperada de Q(7g) para qualquer grafo G com In(s)-

competitividade maior que 1.

Teorema 4.6 Seja Mixzed o mecanismo de leilao que executa um dos sequin-

tes mecanismos com probabilidade uniforme:

~ FMLDUg,,
,Al
- VCG

Entao, para todo grafo G com In(s)-competitividade maior que 1, Mized

alcanga receita esperada de Q(Fg) e eficiéncia econdomica esperada de Q(7¢).

Prova. E bastante conhecido o fato de que o mecanismo VCG alcanca
a eficiéncia 6tima, que é 75. Dado que o mecanismo VCG é executado
com probabilidade 1/3, entao a eficiéncia economica esperada é pelo menos
Ta/3 = QU71g).

Como a In(s)-competitividade de G é maior que um, de acordo com a
Proposigao 4.2 temos que |MZ| > 1. Seja ¢ o consumidor que oferece h, o
lance de maior valor do leilao, e seja hy 0 lance de maior valor do conjunto de
lances definidos por G_., isto é, o lance de maior valor do leilao quando nao
consideramos os lances feitos pelo consumidor ¢. Observe que a receita de A,
é hy. Caso |[MZ| > 500, a prova do Teorema 4.5 garante que F'MLDUp,,
alcanga uma receita esperada de Q(F¢). Por outro lado, se 1 < |MZ] < 500,
entdo Fi < 500hy. Como A;(G) é executado com probabilidade 1/3, entao
a receita esperada é Q(Fg). B
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4.4.2
Favorecendo a Eficiéncia

Agora investigamos F f f, uma definicao para f que favorece a eficiéncia.
Eff estima a cardinalidade do emparelhamento de G que satisfaz as

condicgoes estabelecidas na Proposigao 4.3.

Eff(G,: graph )

1. Sejam ey, ..., €|z | s arestas de Mgl ordenadas de modo nao-
1

crescente em relagao aos seus pesos. Seja ¢* o maior inteiro tal
que i* x c(e;) > Ta, /(2In |[ME ).
2. Defina M} = J'_, e;.

j=1

3. Retorne ||M}]/12].

O principal resultado desta secao é o teorema a seguir.

Teorema 4.7 Seja K; a 8—competitividade de um grafo G. FEntao, para

a entrada G, FMLDUgs; simultaneamente obtém receita Q(Tg/Ins) e

- A . A . o7 . . 148
eficiéncia economica QUTg) com probabilidade maior ou igual a 1 — 775 -

A prova deste teorema consiste em demonstrar que com a probabilidade

mencionada acima existe um emparelhamento M* para G5 tal que:

(i) [My1/6 < |M*| < (4]M;])/3;
(il) F(M*) =Q(7g/Ins); e
(iii) T(M*) = Q(Tq).

O préximo lema mostra que a existéncia de um tal emparelhamento de

fato garante que o mecanismo se comporta como descrito.

Lema 4 Se existe um emparelhamento M* para G que satisfaz as trés pro-
priedades acima, entdo, para entrada Ga, Agpgpc,) possui simultaneamente

eficiéncia economica Q(7g) e receita Q(7Tg/Ins).

Prova. Seja M? o emparelhamento de tamanho ||M}|/12] calculado por
Agsfc,) para entrada (G). Dado que M* tem, no maximo, (4|M;])/3
arestas, entdo a soma dos pesos das ||M}|/12] arestas de maior peso de
M* ¢é maior ou igual a ||M}|/12] x 3T (M*)/(4|M}]). Segue entao que
T(M?) = Q(Tg).
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Por outro lado, devido ao fato de que F(M*) = Q(7Zg/ In s), entao todas
as arestas de M* tém um peso maior ou igual a K x 7g/(|M*|1Ins), onde
K é a constante escondida na expressao (). Como 2|M?| = 2[|M}|/12] <
|M}|/6 < |M*|, conclui-se com base no Lema 2 que a receita é no minimo
IM/12) % K x T /(|M*[1ns).

Utilizando o fato que |M*| < (4|M}!|)/3, chegamos a conclusao que a
receita é Q(7g/Ins). A

Portanto, é suficiente provar a existéncia de tal emparelhamento. A

proxima definicao € til neste sentido.

Definicao 4.8 Dado um emparelhamento M de G, seja C; o conjunto de
consumidores associados as j arestas de maior peso de M. Seja também &; o
evento no qual pelo menos j/3 consumidores de C; pertencem ao grupo um e

pelo menos j/3 pertencem ao grupo dois. Por dltimo, seja Ey = ﬂ‘jﬂ?ﬁ &;.

Duas propriedades de £, sao uteis para as nossas analises: a probabi-
lidade de &y nao ocorrer decai exponencialmente a medida que K cresce e,
caso &y ocorra, entao as arestas de M estao “justamente”distribuidas entre
(G1 e G no sentido que o sub-emparelhamento de M induzido pelos consumi-
dores que pertencem a GG; tem aproximadamente o mesmo custo (em relagao
as métricas F e 7)) daquele induzido pelos consumidores pertencentes a G.

As duas préximas proposicoes formalizam essas observagoes.

Proposicao 4.9 A probabilidade de Ey; ndo ocorrer €, no mdzimo, T4e=1/36

A prova da Proposicao 4.9 segue de uma aplicagao direta do Limite de
Chernoff (16).

Proposicao 4.10 Seja M um emparelhamento de G, com |M| > K;. Se Ey
ocorre, entao o sub-emparelhamento M’ de M induzido pelos consumidores

de M que pertencam ao grafo Gy (Gy) satisfaz as sequintes propriedades:

- F(M') > F(M)/3; e
CT(MY) = T(M)/3— Ta /24

Prova. Como &) ocorre, entao pelo menos [|M|/3] consumidores de M
pertencem a Gy. Logo, F(M') > F(M)/3. A prova da segunda propriedade

faz uso do lema a seguir.
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Assertiva 1 Seja B = (b;)i_, uma sequiéncia nao-crescente de t nimeros
positivos. Para p < t, seja B, = (b;)}_,. Além disso, sejam também K um
nimero inteiro e S’ um sub-conjunto de {1,...,t} que satisfaca a sequinte
condi¢ao: para K < j <t, pelo menos j/3 elementos de {1,...,j} pertencem
a S'. Entao

€S’

Prova. Pode-se mostrar que S" = {i|2K/3 < i < K}U{3i|K/3 <i < |t/3]}
é a escolha vidvel para S’ que minimiza ) ;¢ b;.

Como B é nao-crescente, temos que

/3] t

325i23zb3i2 bs,
K

ies’ i=K/3 i=
o que estabelece o resultado. B

Finalmente, apresentamos a prova da proposicao. Assumimos, sem
perda de generalidade que M’ é o sub-emparelhamento induzido pelos
consumidores de M que pertencem a (1. Definimos B como sendo a seqiiéncia
de pesos das arestas de M ordenadas de maneira nao-crescente. A ocorréncia
do evento &), infere que as condigoes da Assertiva 1 s@o respeitadas. Desta
maneira, 7 (M') = (7 (M)—D)/3, onde D é a soma dos custos das K arestas
de maior peso de M. Posto que K; é a 8-competitividade de G, conclui-se

que D < 7¢/8, o que completa a prova da proposi¢ao. l

Agora, redefinimos o conceito do que é considerado um bom em-
parelhamento. Dizemos que um emparelhamento M de G é bom quando
F(M) > T1g/(Tlns) e T(M) > 1 /7. A existéncia de pelo menos um bom
emparelhamento é garantida pela Proposicao 4.3. Seja J uma seqiiéncia cres-
cente de numeros inteiros tal que j € J se e somente se existe um empa-
relhamento bom de G com cardinalidade j. Para todo j € J, seja M; um
emparelhamento bom de G, escolhido arbitrariamente, com cardinalidade j.
Repare que a definicao de emparelhamento bom e a hipotese a respeito de

K no Teorema 4.7 garantem que min(J) > Kj.

Proposicao 4.11 Seja A o emparelhamento de aproximagdao de (M;)ie;.
Caso o evento £ mz U E ocorra, entao existe um emparelhamento de Go que

atende as condigoes (1)-(iii).

Prova. Inicialmente, mostramos que se £ Mz ocorre, entao existe um empare-

lhamento bom de G com cardinalidade |M}!|. Seja M’ o sub-emparelhamento
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de MZ induzido pelos consumidores de MZ que pertengam ao grafo Gy. De
acordo com a Proposi¢ao 4.10, temos que 7 (M') > 7 /3—T¢/8 > Tx T /24.
Desta forma, T(MZ ) > T(M') > 7 x Tg/24. A definicao de M} e a Pro-
posigao 4.3 garantem que 7 (M}) > 7 x Tg/48 e F(M}) > 7 x T/ (481n s).
Assim, podemos concluir que M;' é um bom emparelhamento de G.

Posto que existe um bom emparelhamento de GG com cardinalidade
|M}|, a partir do Lema 1 pode-se inferir que existe um sub-emparelhamento

A’ do emparelhamento de aproximacao A tal que:

- max{min(J), |[My]/2} <|A| <2[M,];
T > T e
- F(A') > 715/141ns.

Como &4 ocorre e |A'| > min(J) > Kj, entdo 4 também ocorre.
Seja A” o sub-emparelhamento de A’ induzido pelos consumidores de A’ que
pertencam ao grafo Gy. Segue da Proposicao 4.10 e da observagao anterior

sobre A’ que:

= [My/6 < [A"] < (4]M,])/3;
- T(A") > T5/168; e
- F(A") > 15/421ns.

Logo, A” atende as condigoes (i)-(iii), provando, assim, a proposigao.

Apresentamos agora a prova para o Teorema 4.7.

Prova. Se o evento & Mz Y &4 ocorre, entao, de acordo com a Proposicao 4.11
e o Lema 4 temos que, para entrada G5, Agysfq,) simultaneamente obtém
eficiéncia econdomica (7g) e receita Q(7g/In s).

Por outro lado, temos pela Proposicao 4.9 que o evento £ Mz U &4 falha
com probabilidade menor ou igual a 148¢=%1/36, Conclui-se, portanto, que

este evento ocorre com probabilidade maior ou igual a 1 — 148 x e~ 51/36 R

Reparamos que modificando a escolha de 7* na funcao Ef f, obtemos
uma troca entre a eficiéncia economica e a receita. Por exemplo, caso
selecionemos * como sendo o maior inteiro tal que i* x c(e;-) > Fr, /12
obtemos um mecanismo de leilao para o qual podemos provar limites para
a sua receita e eficiéncia economica muito semelhantes aqueles dados pelo

Teorema 4.5, porém nao nos aprofundaremos neste tema.
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