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ANEXO I: Classificação de Varnes para movimentos de massa (1978) 
 

TIPO DE MATERIAL 
Material altamente 

intemperizado 
TIPO DE MOVIMENTO Maciços 

Rochosos Detritos Solo 

QUEDAS 

 

Queda de 
detritos Queda de solo 

TOMBAMENTOS 

 

DESLOCAMENTOS LATERAIS 

 

Rotacional* 

 

D
ES

LI
ZA

M
EN

TO
S 

Translacional 

 

Avalanches Avalanche 
de Rochas 

 

Rápidos Fluxo de 
rochas 

 

 

FLUXOS 

Lentos 

Rastejo 
profundo Rastejo Superficial 

COMPLEXOS Combinação de dois ou mais dos 
movimentos anteriores. 

 
* No caso de rochas, este tipo de movimento se apresenta devido ao intenso fraturamento do maciço 
pelo qual pode se comportar como solo para efeitos de desenvolvimento de uma superfície curva de 
ruptura. 
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ANEXO II: Diagramas de algumas classificações dos fluxos de detritos 
 

A. Classificação de Lowe (1979) [10] 

 

 

 

 

 

 

 

B. Classificação de Beverage e Culbertson (1979) [10]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C. Classificação de Davies (1988) [9] 
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D. Classificação de Coussot (1996) [11]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

E. Classificação reológica proposta por Iverson (2001) [10]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410780/CA



 

 

141

ANEXO III: Descrição dos modelos reológicos mais usados na 
modelagem do movimento das corridas de massa [7], [9], [12]. 
 

 

 

Modelo Friccionário (Mohr-Coulomb) 

Equação Reológica ( )φστ tan+= cy  

Tensões dominantes Atrito entre partículas, pois estas viajam 
muito juntas uma das outras. 

Conveniência 
Regime plástico, quase-estático sob 
baixos gradientes de velocidades (baixa 
deformação). 0.51 ≤ CV ≤ 0.56 

Característica da 
velocidade 

- τ é independente da velocidade. 
- Efeitos desprezíveis dos esforços 
dinâmicos e do fluido intersticial. 

-Não é adequado para fluxos de detrito. 
 

 

Modelo Colisionar (Bagnold) 

Equação Reológica 
2









=

dy
duατ  

Tensões dominantes Colisões entre partículas e forças 
dispersivas 

Conveniência 

Regime inercial (totalmente dinâmico), 
fluxo granular a altos gradientes de 
velocidades (deformação rápida) e 
partículas espacejadas.  
 

Característica da 
velocidade 

Distribuição da velocidade: 

( )











−−

⋅
= 2

3
2
3

3
2 yhh

seng
u m

α
θρ  

Velocidade superficial: 
2
3

3
2 h

seng
u m
s ⋅

⋅
=

α
θρ  

Velocidade Meia: 

suU
5
3__

=  

Velocidade relativa à da superfície: 
2
3

1 





 −=

−
h
y

u
uu

s

s  

- Proposto em 1954. 
- α é função da viscosidade (µ), dimensões, tamanho e concentração 
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de partículas sólidas e ângulo de atrito interno. 
- Também conhecido como modelo dilatante ou dispersivo. 

 

 

Modelo Friccionário - Colisionar (Johnson) 

Equação Reológica 
2









+=

dy
du

y αττ  

Tensões dominantes Colisões e atrito entre partículas 
Conveniência Regime inercial misto, fluxo granular. 

Característica da 
velocidade 

Distribuição da velocidade: 

( )











−−

⋅
= 2

3
2
3

3
2 yHH

seng
u m

α
θρ   0 ≤ y ≤ H 

θρ
τ
seng

hH
m

y

⋅
−=  

Velocidade superficial: 
2
3

3
2 H

seng
u m
s ⋅

⋅
=

α
θρ    H ≤ y ≤ h 

Velocidade Meia: 

suh
HU 






 ⋅−=
5
21

__
 

Velocidade relativa à da superfície: 
2
3

1 





 −=

−
H
y

u
uu

s

s    0 ≤ y ≤ H 

- Proposto em 1970. 
- τy e α são constantes. 

 

Modelo Macroviscoso 

Equação Reológica dy
du

mµτ =  

Tensões dominantes viscosas 

Conveniência Regime viscoso; fluxo newtoniano de baixa 
concentração Cv ≤ 0.09. 

Característica da 
velocidade 

Distribuição da velocidade: 






















−

⋅
=

22
3

2

2
1
h
y

h
ysengh

u
m

m

µ
θρ  

Velocidade superficial: 

m

m
s

sengh
u

µ
θρ

2

2

=  

Velocidade Meia: 

suU
3
2__

=  
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Velocidade relativa à da superfície: 
2

1 





 −=

−
h
y

u
uu

s

s  

- µm  é viscosidade aparente, 2.25λ1.5µw (Bagnold) ou 5,25.41
−








 ⋅+ V
w

m CK
πµ

µ  

(Chu) com K = 2,5 para esferas rígidas. 
 

Modelo Viscoplástico (Bingham) 

Equação Reológica dy
du

By µττ +=   τ > τy 

Tensões dominantes Coesão entre partículas e viscosas. 

Conveniência Regime viscoso com alta concentração de 
sólidos.  

Característica da 
velocidade 

Distribuição da velocidade: 






















−

⋅
=

22
3

2

2
1
H
y

H
ysengH

u
B

m

µ
θρ     0 ≤ y ≤ H 

θρ
τ
seng

hH
m

y

⋅
−=  

Velocidade superficial: 

B

m
s

sengH
u

µ
θρ

2

2

=      H ≤ y ≤ h 

Velocidade Meia: 

suh
HU 






 ⋅−=
3
11

__
 

Velocidade relativa à da superfície: 
2

1 





 −=

−
H
y

u
uu

s

s     0 ≤ y ≤ H 

- Aplicável para partículas sólidas pequenas (argila, silt). 
 

Modelo Viscoplástico Colisionar (Chen) 

Equação Reológica 

η

µφφτ 







++=

dy
dupsenc 1cos  

η

µσ 







+−=

dy
dup 2  

Tensões 
dominantes Atrito e colisões entre partículas e viscosas. 

Conveniência Regime em suspensão; fluxo de detritos 
(fluxo de alta concentração) 

Característica da 
velocidade 

Distribuição da velocidade: 























 −−







+

=

+
+ η

η
ηη

µ
θρ

η
η

11

1

1*

11
1 H

ysengHu     0 ≤ y ≤ H 
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θρ
τ
seng

hH
m

y

⋅
−=  

m

sen

sen

ρ
φ

µ
µ

θ
φ

ρ





























+

−
=

1

2

*

1

tan
1

 

Velocidade superficial: 
ηη

µ
θρ

η
η

1

1

1*

1 







+

=
+ sengHus      H ≤ y ≤ h 

Velocidade Meia: 

suh
HU 







⋅

+
−=

12
1

__

η
η  

Velocidade relativa à da superfície: 
η
η 1

1
+







 −=

−
H
y

u
uu

s

s      0 ≤ y ≤ H 

- Modelo Viscoplástico Generalizado (MVG) de Chen (1988). 
- µ1 e µ2 índices de consistência constantes. 
- η índice característico de fluxo 1.0 -2.0 
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ANEXO IV: Método tridimensional de Elementos Discretos de Cundall 
(1988) 

 

Cundall [44], [45] propôs a extensão de seu método para três dimensões. Neste 

caso, o autor desenvolveu o método para blocos como uma aplicação na mecânica 

das rochas. As principais diferenças deste método respeito ao desenvolvido para 2D 

é que a velocidade angular deixa de ser um escalar e sim um vetor que segue o 

Teorema de Euler para rotações em 3D [54] . Além de que o contato das esferas é 

uma área; AC (não maior ao 1% da área superficial média das esferas). Um outro 

aspecto de consideração nos cálculos é o fato de que somente o vetor normal n̂  é 

conhecido enquanto que o vetor tangencial t̂  não. O modelo de contato utilizado é o 

mesmo da seção 3.1.2.3. Assim, aplicando as modificações respectivas para 

elementos esféricos, o método de Cundall para 3D é: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
FIGURA IV.a. Notação usada nas equações do DEM-3D. 

 

A velocidade das esferas em contato vem dada por: 

( )
izyxi rrrr &&&& ,,=   (iv.1.a) 

( )
izyxi ωωωω ,,=  (iv.1.b) 

  

 No ponto médio de contato das esferas, a velocidade relativa média v  deste 

é dada por: 
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( ) ( ) nRRrrv ˆ221121 ×+−−= ωω&&   (iv.2) 

A força normal no plano normal definido na área de contato AC é: 

( ) nnvCKF NNNN ˆˆ ⋅⋅−⋅−= δδ
r

  (iv.3) 

Com: 

( ) dtnvN ⋅⋅= ˆδ     (iv.4) 

 

Desta forma a força tangencial é: 

( )TTTTS vCKF −⋅−= δδ
r

  (iv.5) 

Com: 

( ) ( ) nRRnnvvvT ˆˆˆ 2211 ×++⋅⋅−= ωω  (iv.6) 

e: 

dtvTT ⋅=δ     (iv.7) 

 

Assim, considerando a força de cisalhamento seguindo a Lei de Coulomb, se: 

TF
r

> CN AcF ⋅+φtan
r

   (iv.8) 

Então: 

TF
r

=
( )

T

T
CN F

F
AcF

r
r

⋅⋅+⋅ φtan
  (iv.9) 

 

Finalmente, o somatório das forças e momentos devido a todos os contatos é: 

( )∑ +=
k

iTiN
FFF
rrr

   (iv.10) 

( )∑ ×⋅=
k

iTExterno FnRM
r)

   (iv.11.a) 

[ ] [ ] [ ] [ ]HIHMInercial ×+⋅== ωω rr&   (iv.11.b) 

[ ] [ ]ωr⋅= IH     (iv.11.c) 

 

Que no caso de partículas esféricas, o segundo termo de (iv.11.c) é nulo, pelo 

que o caso 3D se reduz ao caso 2D. Por outro lado, as equações do movimento, 

considerando o Teorema de Amortecimento de Rayleigh, para uma esfera são 

dadas por: 
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i
iii g
m
F

rr +=+ &&& α
 3,2,1=∀i  (iv.12.a) 

i

iii

I
M

=+ ωαω&
  3,2,1=∀i  (iv.12.b) 

 

Onde os termos não-lineares foram desprezados a causa da análise quase-

estático no espaço de tempo dt. Deste jeito, a solução é similar ao caso 2D. 

Partindo de: 

( )dtt
i

dtt
ii

t rrr 2
1

2
1

2
1

+− += &&&
             (iv.13.a) 

( )dtt
i

dtt
i

t
i

2
1

2
1

2
1

+− += ωωω
            (iv.13.b) 

( )dtt
i

dtt
i

t
i rr

dt
r 2

1
2

1
1

+− += &&&&
             (iv.14.a) 

( )dtt
i

dtt
i

t
i

dt 2
1

2
1

1
+− += ωωω&

        (iv.14.b) 

 

A solução das equações (iv.11) é: 

[ ]



















+

++



 −

=
∑−

+

2
1

2
12

1

2
1

dt

dtg
m
dtFdtr

r
i

ti
idtt

i

dtt
i

α

α
&

&

  (iv.15.a) 

[ ]



















+

+



 −

=
∑−

+

2
1

2
12

1

2
1

dt
I
dtMdt

iti
idtt

i

dtt
i

α

αω
ω

  (iv.15.b) 

 

Finalmente, a atualização dos deslocamentos da esfera vem dados por: 

dtrrr dtt
i

t
i

dtt
i ⋅+= ++ 2

1&δδ   (iv.16.a) 

dtdtt
i

t
i

dtt
i ⋅+= ++ 2

1ωδθδθ   (iv.16.b) 

 

Onde se reconhece o vetor de deslocamento do centro das esferas: 

( )ii zyxr ,,=δ     (iv.17.a) 

( ) ( )iizyxi γϕψθθθδθ ,,,, ==   (iv.17.b) 
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Este último vetor corresponde aos ângulos do teorema de rotação de Euler. 

Estes ângulos devem ser atualizados pela correção descrita na equação (3.39) no 

Capítulo 3: 

( ) iiiii sen δθθθδθθ ⋅−=+ coscos  3,2,1=∀i   (iv.18.a) 

( ) iiiii sensen δθθθδθθ ⋅−=+ cos  3,2,1=∀i   (iv.18.b) 

 

Agora, a relação entre coordenadas globais e locais não é tão simples quanto 

no caso 2D. Partindo que a rotação de cada eixo global (x,y,z) é no sentido horário, 

obtêm-se as matrizes de rotação (matrizes de rotação de Euler) dadas por: 

 

ψψ
ψψψ

cos0
cos0

001

,

sen
senRx

−
=

    ϕϕ

ϕϕ

ϕ

cos0
010

0cos

,

sen

sen
Ry

−
=

    100
0cos
0cos

, ψγ
γγ

γ sen
sen

Rz −=

 (iv.19) 

 

 A combinação destas matrizes produz rotações diversas do corpo, mas a 

mais utilizada nas modelações gráficas em 3D é dada pela ordem Rz,γ·Rx,ψ·Ry,ϕ. 

Assim, as coordenadas locais vêem dadas por: 

=















⋅⋅=

















z
y
x

RRR
t
t
n

yxz ϕψγ ,,,

3

2

ˆ

  (iv.20) 

















⋅−⋅
⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅−
⋅⋅+⋅−⋅⋅⋅+⋅

z
y
x

sensen
sensensensensensen
sensensensensensensen

ϕψγϕψ
ϕψγϕγϕγϕψγϕγ
ϕψγϕγϕγϕψγϕγ

coscoscos
coscoscoscoscoscos
coscoscoscoscos

  
 

Onde ),(ˆ 21 ttt = . Estes vetores estão contidos no plano comum de contato 

como se observa na FIGURA IV.a. 
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ANEXO V: Algoritmo de curvas bidimensionais spline cúbicas [54] 

 

Sabendo da existência de um conjunto de pontos x0,y0; x1, y1 ....xn, yn; então 

se diz que existe um conjunto de funções SP(x) contendo uma função típica 

interpolante cúbica Sn3(x) para cada intervalo [xj, x j+1] para j=0, 1, ..., n-1; com as 

seguintes características: 

1. ( ) ( ) ( ) jjjj yxfxSxS === 33   ∀ j = 0, 1,..., n. 

2. ( ) ( )1
3

1
3

1 +++ = jjjj xSxS    ∀ j = 0, 1,..., n-2. 

3. ( ) ( )1
3

1
3

1 +++ ∂=∂ jjxjjx xSxS   ∀ j = 0, 1,..., n-2. 

4. ( ) ( )1
32

1
3

1
2

+++ ∂=∂ jjxjjx xSxS   ∀ j = 0, 1,..., n-2. 

E deve-se satisfazer algum das seguintes condições de contorno: 

 5. ( ) ( ) 032
0

32 =∂=∂ nxx xSxS    (Condição de Contorno Natural) 

 6. ( ) 00
3 fxS xx ∂=∂  e ( ) nxnx fxS ∂=∂ 3   (Condição de Contorno Fixa) 

 

A condição (1) e (2) garante a interpolação dos pontos contidos em cada 

intervalo. A condição (3) garante uma transição suave das funções entre intervalos e 

a (4) garante continuidade de ordem dois para polinômios cúbicos. Sabendo que 

dito polinômio é dado por: 

( ) ( ) ( ) ( )323
jjjjjjjj xxdxxcxxbaxS −+−+−+=  ∀ j= 0, 1,..., n-1.       (v.1) 

 

O sistema de algébrico a ser resolvido é de 4n incógnitas (coeficientes do 

polinômio dos n pontos) contra: 

• n+1 equações dadas por a condição (1). 

• n-1 equações dadas por a condição (2). 

• n-1 equações dadas por a condição (3). 

• n-1 equações dadas por a condição (4). 

• 2 condições de contorno dadas por (5) ou (6). 

 

Aplicando as condições anteriores na equação (v.1), tem-se que aplicando (1) 

e (2): 

( ) ( ) jjjjj yxfaxS ===3  ∀ j= 0, 1,..., n-1.       (v.2) 
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Então: 

( ) ( ) ( ) ( )31
2

111111 jjjjjjjjjjjjjj xxdxxcxxbaxSSa −+−+−+=== +++++++   

j= 0, 1,..., n-2.        (v.3.a) 

 Tomando jjj xxh −= +1   j=0, 1, ..., n-1. 

( ) ( )32
1 jjjjjjjj hdhchbaa +++=+  j=0, 1,..., n-1.  (v.3.b) 

Agora, aplicando (3): 

( ) jjjx bxS =∂    (v.4.a) 

2
1 3 jjjjjj hdhcbb ++=+  (v.4.b) 

 

Finalmente, aplicando (4): 

( ) ( )
2

2
2

2 jjx
jjjjx

xS
ccxS

∂
=⇒=∂  (v.5.a) 

jjjj hdcc 31 +=+     (v.5.b) 

 

Tomando dj de (v.5.b) e substituindo em (v.4.b) e (v.3.b), tem-se que: 

( )1

2

1 2
3 ++ +++= jj
j

jjjj cc
h

hbaa  j=0, 1,..., n-1.  (v.6) 

( )11 ++ ++= jjjjj cchbb       (v.7) 

 

Tomando ambas as equações para resolver para bj: 

( ) ( )11 2
3

1
++ +−−= jj

j
jj

j
j cc

h
aa

h
b   (v.8.a) 

( ) ( )jj
j

jj
j

j cc
h

aa
h

b +−−=∴ −
−

−
−

− 1
1

1
1

1 2
3

1  (v.8.b) 

 

Substituindo as equações (v.8.a) e (v.8.b) em (v.7), obtém-se: 

( ) ( ) ( )1
1

11111
332 −
−

++−−− −−−=+++ jj
j

jj
j

jjjjjjj aa
h

aa
h

chchhch   (v.9) 

 

Aqui são conhecidos os hj e aj com os quais se podem conhecer os 

coeficientes { }n
oj

c . Depois usando (v.8.a) serão conhecidos os coeficientes { }n
ojb  e 
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com (v.5.b) os valores de { }n
ojd . Além, considerando as condições de contorno tem-

se que: 

 ( ) ( ) 032
0

32 =∂=∂ nxx xSxS  0=∴ nc   e  00 =c   (v.10.a)  

ou 

( ) 00
3 fxS xx ∂=∂       e     ( ) nxnx fxS ∂=∂ 3  

( )1
1

33 −
−

−−∂⋅=∴ nn
n

nxn aa
h

fc    e  ( ) 001
0

0 33 faa
h

c x∂⋅−−=  (v.10.b) 

 

 Desta forma, o sistema a resolver como bxA = , onde seguindo (v.10.a): 

( )
( )

( )
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M (v.11) 

 E para (v.10.b): 

( )
( )
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1
1
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001
0
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n
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nn
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nn
n

x

aa
h

f

aa
h
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h
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h

aa
h

faa
h

b
M

M
(v.12) 

 Assim, o sistema pode ser resolvido com qualquer método para matrizes 

diagonais. 
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ANEXO VI: Algoritmos de detecção de contatos 
 

 O maior problema do DEM é a eficiência do algoritmo de detecção de contatos 

entre as partículas. Este problema é tratado usualmente como de duas etapas: 

reconhecimento de potenciais partículas de contato e identificação dos pontos dos 

contatos. 

 

 As técnicas mais usadas se baseiam nos critérios da cela adjacente, da 

partícula mais próxima ou recentemente da triangulação dinâmica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
FIGURA VI.a. Técnicas de detecção de contatos para elementos discretos [54]. 

 

 Do primeiro esquema da FIGURA VI.a, para um arranjo de N partículas implica 

N(N-1)/2 iterações para identificar potenciais contatos, pelo qual não é uma técnica 

atrativa para problemas dinâmicos e grande quantidade de partículas. 

 

 Os esquemas de celas adjuntas (malha espacial, fina ou grossa) se baseiam na 

duplicidade das listas das partículas contidas em cada cela [57]. Conferindo os 

potenciais contatos entre partículas pertencentes à mesma cela e celas adjuntas. Entre 

estes esquemas, o mapeamento direto de partículas é o mais básico (Vede FIGURA 

VI.b), na qual se requerem n iterações na procura de contatos.  
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FIGURA VI.b. Esquema da técnica da cela adjunta. 

 

 Por outro lado, as técnicas de partículas mais próximas ou cutoff, pode ser 

mediante um raio de influência ou um quadrilátero. Neste esquema, cada partícula tem 

uma lista para as outras partículas e somente aquelas que estejam dentro desta área 

têm valores não nulos. Mas também, as partículas que ficam dentro de dita área são 

atualizadas a cada passo de tempo pelo que cada partícula registra todas as partículas 

que passaram por sua área de influência [58]. Esta técnica não é recomendada para 

grande número de partículas. São necessárias n·log n iterações na procura. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
FIGURA VI.c. Esquema da 

técnica da partícula mais 
próxima ou cutoff. 

 

 O esquema de Quadtree é um sistema binário de procura ao igual que os 

anteriores, mas neste esquema precisam-se N·log N iterações. 

 

Atualmente, novos algoritmos estão sendo desenvolvidos para melhorar o tempo e 

memória de armazenamento dos contatos nos programas de DEM. 
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 A técnica de triangulação dinâmica reduz as iterações de n(n-1)/2 a 3n para um 

arranjo de n partículas, convertendo-se na técnica mais eficiente até agora 

desenvolvida para o caso bidimensional [24]. Esta também é conhecida como 

triangulação dinâmica de Delauny [57]. 

 

 Müller (1996) [24] apresenta um trabalho extensivo sobre esta técnica e adverte 

que a aplicação tridimensional da técnica é interessante, mas apresenta uma 

programação tediosa e requer ferramentas matemáticas e computacionais potentes, 

com as quais muitos modelos de interação entre partículas não seriam aplicáveis neste 

caso. 

 

 

 

 

 

 

 

 
FIGURA VI.d. Técnica de Triangulação dinâmica de Delauny. 

 

 Estes métodos aqui descritos aplicam para partículas disco ou esféricas. Para 

outro tipo de geometria, os métodos viram mais complexos e de difícil programação [60], 

[61], pois a este nível o problema vira mais uma encrenca da lógica computacional 

(programação dinâmica, gráficos tridimensionais, etc.) do que problema físico (modelo 

de contato, modelo reológico, etc.). 
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