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3
Elementos Finitos Hibridos

Neste capitulo é mostrada resumidamente a formulacao hibrida de ele-
mentos finitos dinamicos que sera utilizada no desenvolvimento dos elementos
de treliga e viga. Sao mostradas as equagoes matriciais de equilibrio, de acordo
com a formulacao simplificada de elementos de contorno. Por fim é apresentada
uma metodologia que faz uma anélise no dominio do tempo a partir de uma
formulagao no dominio da freqiiéncia onde as matrizes sao dadas na forma de

séries em fungao de uma freqiiéncia circular de vibracao.

3.1
Formulacao do Problema

O efeito do tempo na abordagem abaixo surge devido a inércia do
corpo elastico. Assim, tenta-se encontrar um campo de deslocamentos wu;
(Dumont-2006-2), correspondente as tensoes o;;, que satisfaca a equacao de

equilibrio dinamico
O—(xayvZat)ij,j+b(xayaZat)i_pa(x7y7Z>t)i_ﬂu($ﬂyazvt)i = 0 em Q (3'1)

para uma massa especifica p, coeficiente de amortecimento p = 2(p e forgas de
massa b; que sao funcoes do espaco e do tempo. Os indices ¢ e j podem assumir
os valores 1, 2 e 3, para o caso de problemas tridimensionais. O indice apods a
virgula indica uma derivada na direcao considerada e o ponto indica derivada
em relacao ao tempo. Indices repetidos indicam um somatorio de termos, em
geral para problemas tridimensionais.

Na equagao (3-1) o dominio €2 pode ser uma estrutura ou parte dela, isto
é, uma subestrutura ou um elemento finito. O campo de deslocamentos deve

satisfazer as condicoes de contorno
U(%%Zat)z‘ = ﬂ(xvyazvt)i c1m FU7 (3_2)

onde u(x,y, z,t); sdo os deslocamentos prescritos no contorno I',. O campo de
tensdes o(x,y, z,t);; também deve estar em equilibrio com as forcas de tracao

t(x,y, z,t); prescritas no contorno I',. Assim,

0<$7?J7Z>t)z‘j77j = 7?(57%2775)2‘ em F(r- (3_3>
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onde 7; sao os co-senos diretores de I' em 2. Além disso, os deslocamentos e

velocidades iniciais devem ser conhecidos no instante inicial ¢ = 0:

u(z,y,z,t=0); =u(z,y,2,t =0);, u(z,y,zt=0); =0(x,y,2,t=0); em Q

(3-4)
Deve-se mencionar que uma solucao que satisfaca exatamente todas as

condicoes acima é possivel em certos casos particulares.

3.2
Formulacao no dominio da freqiiéncia

Uma solugao aproximada do problema proposto na secao anterior pode
ser obtida investigando a resposta harmonica para ac¢oes dinamicas variando
—iwt

no tempo de acordo com a funcao exponencial e”*, onde w é a freqiiéncia

circular de vibragao. Entao, pode-se escrever os deslocamentos,

u(a:,y,Z,t)i = a(xayazaw)i 6_th (3_5)

ou por simplicidade de notacao,

u(z,y, 2,t); = ue (3-6)

onde a dependéncia de (z,y, z,w) é implicitamente assumida.
Essa separacao de variaveis e a notacao simplificada também se aplicam
para as tensoes como também para as agoes externas. Assim as equagoes (3-1)

e (A-2) tornam-se
0ji.j + bz + pk)QUZ =0 em ) (3—7)

u; =u; aolongol',, oym; =1; aolongol, (3-8)

onde para uma dada freqiiéncia circular w,

k? = w? + 2iCw (3-9)

As condigoes iniciais da equagao (3-4) serao utilizadas mais tarde, logo
apos a transformacao da solugao do problema para o dominio do tempo em
termos de superposi¢ao modal, como serd visto na sec¢ao (3.6).

As agoes transformadas b; = b(z,y,z,w); e t; = t(r,y, 2,w); aparecem
formalmente nos desenvolvimentos no dominio da freqiiéncia e nao ha a
necessidade de calcula-las.

Na presente formulacao hibrida, assume-se um campo de deslocamentos

discreto na forma

u; = u;rd, aolongo I’ (3-10)
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em termos dos deslocamentos nodais d, = d(w), no contorno do elemento e

funcoes de interpolacao,

Ui = U(Qf,y,z)ir (3-11)
desde que d, = d, nos correspondentes pontos nodais r para deslocamentos
prescritos ; ao longo de I',,.

Assume-se também um campo de deslocamento diferente,

uwl =uw 4+ ud em Q (3-12)

)

para um dominio inteiro, de tal modo que o equilibrio da equagao (3-7) é
identicamente satisfeito. Dessa forma se pode definir uma solugao particular
u? tal que o campo de tensoes correspondente afj satisfaca a equagao
0%+ bi+pk’ul =0 em Q (3-13)
e também uma solugao homogénea para o campo de tensoes o7; tal que
0%+ bi+ pk*ul =0 em Q (3-14)
Isso caracteriza uma solugao fundamental,
*

kK
U; = uisps, 9

S
ij — OijsPs

(3-15)
para ser obtida em termos de algum parametro nodal de forcas p’ dependente
da freqiiéncia, onde o subscrito s se refere a cada um dos graus de liberdade

do modelo discreto.

3.3
Equacoes matriciais de equilibrio

O método hibrido de elementos de contorno, introduzido por
(Dumont-1987) como uma generalizagdo dos conceitos desenvolvidos por
Pian no método dos elementos finitos, s6 exige avaliacao de integrais ao
longo do contorno, desde que se usem solugoes fundamentais como fungoes de
interpolagao no dominio.

O método trata de um dominio arbitrario na forma de um tinico macro
elemento finito com tantos graus de liberdade como se requer em termos de
precisao numérica. O método tem sido aplicado com sucesso em uma variedade
de problemas de potencial e elasticidade, incluindo problemas dependentes do
tempo, e da mecanica de fratura . Numa abordagem mais simplificada deste
método desenvolvida mais recentemente (Chaves-2003), abdica-se do modelo
original completo e consistente para chegar a uma formulagao computacional
mais rapida que a anterior. A formulagao simplificada tem como resultado o

par de equacoes matriciais
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Up'=d-d
H'p*=p-p’ (3-16)

onde d = d, é o vetor de deslocamentos nodais introduzido na equagao (3-10),
d’ = d® é o vetor nodal de deslocamentos da solugao particular u? da equagao
(3-12) e (3-13), e U* é a matriz de deslocamentos, onde os coeficientes UZ,
que pertencem a ela sao os valores da solu¢ao fundamental u}, equacao (4-
39), obtidas nos pontos nodais r para um parametro de for¢a p¥. A matriz de
equilibrio HT e os vetores de forcas nodais equivalente para tracao e forcas no

dominio, p e p?, sao dados em termos das integrais:

[HT P pb} E/{uir} < 054 t; U;?mj > dI’ (3-17)
r

Eliminado p* na equagao (3-16), obtemos a equacao da matriz de rigidez

K(d-d)=p-p’ onde K=H"(U")" (3-18)

Pode-se demonstrar que a matriz de rigidez dada na equacao acima, é
simétrica se (e somente se) a funcao de interpolacao u},. introduzida na equagao
(3-10) pode representar analiticamente no contorno as expressoes de u}, intro-
duzidas na equagao (4-39) para deslocamentos no dominio (Dumont-2003).
Para o caso de elementos de trelica e viga, o contorno coincide com os pontos
nodais (Prazeres-2005, Dumont-2006-2).

De acordo com a sec¢ao (3.1) a relagao de rigidez vinda da equacao (3-18)
pode se referir ao dominio ou a uma parte dele, ou seja, um elemento finito.
Entao, todo o dominio pode ser composto com elementos finitos, desde que haja
compatibilidade de deslocamentos entre esses elementos, como na equagao (3-
10) e como requer o método dos elementos finitos (que é conceitualmente o
caso).

A seguir, no desenvolvimento das matrizes de rigidez, massa e amorteci-
mento, nao fica explicito se o desenvolvimento refere-se a um elemento tinico

ou a um conjunto de elementos. Porém, o contexto sempre dird qual é o caso.

3.4
Expansao das matrizes na forma de séries de freqiiéncia

As equacoes desenvolvidas anteriormente foram definidas como funcoes
de uma dada freqiiéncia circular w. Porém, ao invés de formularmos o problema
para uma dada freqiiéncia, pode-se expressar as solucoes fundamentais como
uma série de poténcia de freqiiéncias. Assim, as matrizes F, H e U*, podem ser

definidas como séries de freqiiéncia para um nimero n arbitrario de termos,
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na seguinte forma:

2n 2n 2n
F=> (-iwyF;, H=)Y (-iw)H;, U =) (-iwy/U; (3-19)
=0 =0 =0

assim como a matriz de rigidez K,

2n n
K=> (—iw)/K; =Ko — Y _ (iw?'C; +w’M,) (3-20)
j=0 J=1

onde Ky é a matriz de rigidez estatica. As matrizes C e M, que surgem da
expansao de K, representam, respectivamente, matrizes de amortecimento e
massa. A matriz M, que tem como coeficiente w?, representa a matriz de massa
da formulacao cléssica, cujos termos estao exclusivamente ligados a massa. As
demais matrizes M sao denominadas aqui de matrizes de massa generalizada
e seus termos representam uma mescla de massa e rigidez.

A obtencao da matriz K como um série de freqiiéncia requer a inversao
da matriz F, que também é dada por uma expansao em série de w, segundo
a equacao (3-19), (Dumont-2006-1). Segundo (Dumont-2003), para um vetor
de forgas p(t) dependente do tempo atuando na viga, podemos modelar seu

comportamento como

(KO — Z (iw?'C; + wsz]-)> (d—d") =p(t) — p(t)’ (3-21)

=1
onde os vetores de deslocamentos d sao as incognitas do problema, a serem

determinadas para forcas, velocidades e deslocamentos iniciais.

Para n assumindo o valor de 2, por exemplo, a expresséo resulta em
Z (KO - chl - wJQ»Ml - (U?Cg - W?Mg) (d - db) = p(t) - pb(t) (3—22)
j=1

Alguns autores, como (Przemieniecki-1968), escrevem a matriz K da

equagao (3-20), sem amortecimento, na forma,
K = K — w’My — w* (M — Ky) + O(w?) (3-23)
A formulacao classica, utilizada em livros de dinamica, é dada por
K = K — w’My — O(w?) (3-24)

correspondendo a uma expansao com n igual a 1 termo.
A vantagem da formulacao baseada em séries de freqiiéncia em relacao a
formulagao classica é que ela proporciona uma melhor satisfacao da equacao

diferencial de equilibrio dinamico.
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3.5
O Problema de Autovalor nao-linear

O problema de autovalor nao-linear associado a equagao (3-21), tem a
forma n
Ko® — ) (iC;8Q7 " + M;$Q%) =0, (3-25)

j=1
onde €2 é uma matriz diagonal que contém os autovalores w, e ® é uma ma-
triz cujas colunas sao os autovetores. Essas grandezas representam, respec-
tivamente, as freqiiéncias e modos de vibracao. Este problema nao-linear de
autovalor tem dificil tratamento, visto que a convergéncia numérica nao é fa-
cilmente assegurada e erros de arredondamento podem ocorrer.

A solugao do problema de autovalor é dada por (Dumont-2006), que
generalizou a solucao para o caso de problemas com amortecimento, com ®

satisfazendo as seguintes condicoes de ortogonalidade:

n 2j 27
> (Z Q2 eTiC;e0M R 4> Qk—lqﬂMj«m?j—k) =1 (3-26)

j=1 \k=2 k=1

n 25—-2 2j—1
STK P+ ) (Z QRTiC; PN 4+ Yy Q’“(I)TMj(I)QQj—’“> -Q

j=1 k=1 k=1

(3-27)

Deve-se comentar que a solucao do problema que inclui ou nao o
amortecimento tem a mesma forma de tratamento no que diz respeito a algebra
linear. A diferenca entre eles estd nos proprios autovalores e autovetores, que
sao todos reais para o caso sem amortecimento e complexos quando se considera

0 amortecimento viscoso.

3.6
Resposta transiente do sistema

Alternativamente, pode-se escrever a equagao (3-21) na forma
n ) 32j_1 82j b X
j:
que corresponde a um sistema acoplado de equacoes diferencias de alta ordem
de tempo que faz uso das matrizes obtidas na formulacao dependente da

freqiiéncia (Dumont-2001, Dumont-2003, Dumont-2005).

Vamos introduzir um vetor auxiliar de deslocamentos d;, tal que

I
d; = (z’)ﬂaaitgt), j=1---2n. (3-29)
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Aplicando esse vetor a equagao (3-28), pode-se reescrevé-la como

(K, 0 0 0 0o | (d_a )
0o M, ZCQ M, M,, d, — dli
1Cy Moy ZCg 0 d, — dg
M, iCsy 0 ds — d}
0 M, 0 O 0 . don )
[iC, M, iCy My - M, | [ d-& ) (p-p)
M, iC, M, iCsy --- 0 d, —d," 0
iCy My iCy -+ -+ 0 d, —dy’ 0
—w . . . =
M, iC; & . - 0 d; — ds’ 0
Mn 0 0 0 U 0 L d2n - d2nb ) \ 0 y,

(3-30)

Utilizando conceitos de superposi¢ao modal, pode-se aproximar os des-
locamentos dependentes do tempo pela soma finita de parcelas dadas pelo
produto entre os autovetores normalizados ®, equagao (3-26), com os vetores

de amplitudes 7(t), que passam a ser as incégnitas do problema.
d= Py (3-31)
Aplicando essa expressao a equagao (3-30) obtemos
Q(n—n")—i (7’7 - ﬁb) =" (p-p’) (3-32)

que corresponde a um sistema desacoplado de equacoes de primeira ordem,
que pode ser resolvido pelos métodos tradicionais de integracao.
Para o caso particular de estruturas com amortecimento, os deslocamen-

tos expressos em (3-33) assumem a forma
d=®n+ ®j (3-33)

sendo d o vetor de deslocamentos nodais ® os autovetores e ® os seus
conjugados complexos. A coordenada modal 1 é a solugao da equagao (3-32)
e representa o vetor temporal de amplitudes; 1 é seu respectivo conjugado

complexo.
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3.7
Condensacao dinamica

No capitulo (5) serdo mostrados os modelos de intera¢do dinamica
entre os elementos estruturais de uma via férrea. Esses modelos sao obtidos
através de modificacoes nas matrizes de rigidez, massa e amortecimento dadas
pela condensagao de alguns graus de liberdades no dormente. Nesta secao é
mostrado o procedimento utilizado na inversao e condensacao dessas matrizes.

No dominio da freqiiéncia a equacao matricial de equilibrio pode ser

escrita, b b
Ky Ke) diy —dg | _ ) Po — PG (3-34)
Ky Keo | | de —di,) P() — P(,)
onde os subscritos ¢ e e dentro dos parénteses sao os graus de liberdade internos
e externos da estrutura discreta. Entao é possivel se expressar os deslocamentos

nodais internos em funcao dos externos, obtendo assim um sistema matricial

condensado.

K(ee) K(ez K H)K(ze i| {d(e } - {(p(e) - p ) K(ez)K(”) z))}
(3-35)

Para um sistema em equilibrio estatico, esse tipo de procedimento é conhecido
como condensagao estatica. Entretanto, as matrizes desenvolvidas nesse traba-
lho foram obtidas na forma de séries de poténcia de uma freqiiéncia circular w.
Entdo a inversao de K(;) e dos produtos indicados na equagao (3-35) devem
ser interpretados na forma de séries de poténcia complexas, no caso geral de
amortecimento viscoso. Nos desenvolvimentos seguintes, por motivo de con-

veniéncia, a matriz de rigidez efetiva K da equacao (3-20) é expressa como

2n
K=> (-iw/K;+O0w”™), n>0 (3-36)

j=0
onde os termos Kj;_; e Ky; correspondem respectivamente as matrizes de
amortecimento (C;) e massa (M) dadas na equacdo (3-20), com mudancas

alternadas de sinal. Entao a inversa K(’ul) de K;;, tal que

K ”)K(u K(_ul)K(“) =1 + O<w2n+1) (3_37>

¢é a série Unica om
K = Z( iw)’ Kni + 0w (3-38)

7=0

com os coeficientes das matrizes expressos de maneira recursiva

K(_u - uOZK”)kK (it)j—k> ]:OQTL (3_39>
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Neste procedimento, somente ¢ requerida a inversao direta de K;;)o. Esse
esquema falha quando K)o ¢ uma matriz singular, pois nao hd meios de se
obter uma inversa da matriz K@l)o tal que K(n’)oK@l)o = K&%OK(M-)O =1,
(Dumont-2006-1).

Além disso (Dumont-2006-2), nao é possivel reescrever a equagao (3-36)
como uma série de poténcia de w™!, desde que nao sé esta equacao deva ser
finita para w — 0, mas também K;;)2, nao possa ser o termo principal, ja que
é o coeficiente da matriz menos confidivel em termos de precisao numérica e
significado fisico.

Coerentemente com isto, o produto K(ei)K&il)K(ie) da equacao (3-35) é

exXpresso como

2n J k
KoK Ko = 2 (=) > Ky 3 Kb Kot + Ow™) - (3-40)
7=0 k=0 =0
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