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6
Solucdo particular para o caso de viga de Timoshenko

6.1
Generalizacao da solucao para um elemento viga de Timoshenko

Na secao (4.2) foi desenvolvida a solugao geral homogénea para uma viga
de Timoshenko, com carregamento transversal ¢ nulo. Agora deseja-se obter
uma solucao particular geral, para qualquer carregamento ¢(z,t).

Nas equacoes de equilibrio apresentadas anteriormente, considera-se

agora um carregamento ¢ nao nulo, tal que

Py o 0%y dy
G%(az—aﬁ MG~ XMy T Wy =~ (6-1)
oy O mld*p
&%(%_¢)*mﬁﬁ—iTE5 (6-2)

Primeiramente assume-se que o carregamento
g(x,t) = " (x)eW! (6-3)

possa ser representado pelo produto de duas fungoes dependentes do espaco e
do tempo.
Aplicando-se esta equacao juntamente com as definicoes dadas na

equagao (4-24) tém-se as equagoes (6-1) e (6-2) na forma transformada:

Pyr oY* . . .
GAk ( 502 " B ) - (mw2 + 2iw¢m — w) Yy =q (6-4)
2
G Ak <8y — ) +EI%¢ + 7 Wt =0 (6-5)

Eliminando-se ¢* nas equagoes (6-4) e (6-5), tém-se a equacao

4, % 2, % 2 2

Oxt ox? EGA%?x  EI GAk 0x2

onde os parametros k e T sdo os mesmos definidos nas equagoes (4-28) e (4-29).
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A equagao (6-6) no dominio do tempo tem a forma

v m m 1 2Cm 1 w " m2 . ﬁ mw .
v o (gataaV T caV T ea¥ Y eaat t Er t 5aazs?
20m* . 2m.  w m . 1, 1
o TRV EY T TEaat T cant T ErY (6-7)

onde o ponto indica uma derivada em relacao ao tempo e as aspas indicam a
ordem das derivadas em relacao a .

A solucao particular da equagao (6-7) terd a seguinte forma

y(@,t) = ga(t)ya() (6-8)

em que a fungao y,(x) é um modo normal da solugdo homogénea, tao simples

quanto possivel. Escolhe-se, da equagao (4-30)
Yn(2) = sin Bz (6-9)

onde (3, = %, comn=12,...

2 T,
— no, " -1
B \/\/kﬁ Tt (6-10)

No caso,

para
1
I -
- (% <w3 + 2iCw, — % ~ F (men + 2i¢mu, + wwg)» 4
m EN I ET
T, = — |1+ )w? 2iCmw, — -11
EI [( i G/{) Aw"+ mGA/{( G w)] (6-11)
. . nm
Pode-se obter diretamente w,, a partir de (3, = - comn = 1,2,...; mas
nao se faz necessario, conforme se vera.
Tem-se , portanto,
Un = =BYn; Y = B’ (6-12)

Substituindo a expressao de y(z,t) da equagao (6-8) na equagao (6-7) e

tendo em vista a equacao (6-12), para amortecimento:

> {Autn + Dutn + Buiin + Eny + Cniy } yn(2) = Q1) (6-13)

n=1
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sendo
2 2
o Blw | w _ R
A = gl 0 Dn—2<m(EI+GA)
B (ML my (M, _mw
no= P (EA+GA>+(EI+EGA%)
2(m m?
B, = =" __m 14
" EGA2k’ Cn EGA2k (6-14)

com A, >0,B,>0 A,>B, D,>0 E,<0eC, >0.

Multiplicando a equagao (6-13) por y,,(z) e integrando de zero a L, obtém-

se, pela condicao de ortogonalidade,

) . 2 L
At + Dudin + B + Bl + Colfy = = / Oz, yn(z)dz  (6-15)
0
ou

Uma solugao particular para esta equagao (com todas as constantes de
integragao nulas) tem a forma:
¢ eai(t —7)
gn(t) = / Fo(r)Y ————dr, A;= Dy +2B,q; + 3B, + 4C0
o A,
(6-17)
onde «a; sdo as 4 raizes de A,, + D,,o;; + B,o;2 + E,a;> + Cha;* = 0.

A seguir, serao desenvolvidas solucoes para uma viga esbelta e alguns

casos particulares de carregamento.

6.2
Primeiro caso: Viga esbelta com amortecimento
Para o caso particular de uma viga esbelta, tém-se na equacao (6-14):
2(m

m
b EI EI

Assim, a equacdo (6-13) se expressa:
- 2¢m m 1
4 . ..
n 4Yn T 4n ~r4n () E—— 6-18
nEZI{ﬁ Gn + 74 +E]q}y(x) 774 (6-18)
Pode-se definir §,* = 2 onde w,, # w,. Substituindo esta expressao

EI°™
em (6-18), obtém-se

= 1
> A@2n + 20 + Gn} yn() = —q (6-19)
n=1
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ou, eliminando-se y, ()

Do + 26 + G =F,  n=12 . (6-20)
9 L
em que F), = ——/ qydz.
mL J,
Por fim, utilizando a equagao (6-17)

7) [e(f\/w—f@i%)(t#) _ oV@=Ci=0t-1] g

(6-21)

1 t
Gn = = / Q(
mL~/@? — (2% Jo

A partir desta equacao pode-se obter os casos particulares de impacto e

carga moével, para viga esbelta.

6.3
Segundo caso particular: Carga Impulsiva
De acordo com equagdo (6-7), podemos representar o carregamento
Q(z,t) na forma
m 1 1
P . R
Qe t) = ~Faam Gan? ~ &if
Para o caso particular de uma carga de impacto, cuja expressao ma-
tematica ¢é q(z,t) = Po(xz —£)d(t), onde d é o delta de Dirac, a equagao (6-22)

assume a forma

Q("Eat) ==

(6-22)

m

_r L 1
sanL P = €3(t) + PO (z = §)8(t) — 7 Po(x — ) (1)

G Ak El
(6-23)

Tem-se que

/0 5(x — &) (x)dz = f(2), / 5 — ) f(x)de = —f1(€)
/O §'(z— &) f(2)d = f/(€), para  0<E<L.  (6:24)

onde £ é a coordenada ao longo de x do ponto de aplicagao do impacto .

Utilizando a definigao de F}, dada na equagao (6-15), obtemos

/ Q(z,t) sin B,xdx = —smﬁn£ {EGZLQ o(t) — (szm + —) (5(75)}
(
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Utilizando a equagao (6-17)

m ozfeait ﬁnz 1 eait
BEGA? 2« A, (GA/{ * E) ; A,

7 K

2P

qn(t) = 17 sin 3,§

(6-26)

obtém-se a solugao no dominio do tempo para a carga de impacto.

E por fim, de acordo com a equacao (6-8)

= 2P m a2l B 1 et
= : : 1
y(z,1) nz::l 7 sin 3,§ sin 3, x FGA%r 2+ A, + <—GA/£ + E]) %: A

(6-27)

obtém-se a expressao para a solu¢ao particular da equagao (6-7) para uma

carga de impacto.

6.4
Terceiro caso particular: Carga movel

Uma carga moével pode ser representada por
q(z,t) = Pé(x — V't), 0<Vt<L (6-28)

onde V ¢ a velocidade uniforme com que a carga se movimenta.

Utilizando novamente a equagao (6-15), obtemos

2P [E [ —mV? 1 ; 1 ,
F, = 7/, [(EGA% + GAFL) 3 (x—=Vt)— E&(w — Vt)} sin B, xdx
(6-29)
Observar que
82(5<$ - Vt) 1 . 625(37 - Vt) 2

Integrando a equagao (6-29) e agrupando-se os termos chega-se a ex-

pressao para Fj,.

(6-31)

. 2P [mB3,*V? B’ N 1
" L | EGA2k GAx FEI

Obtém-se, a partir da equacao (6-17):

_2r mB,2V? B B> N L Z B,V (€% — cos 3,V1t) — aysin 3,V
- L [EGA*k  GAr  EI| 4= (a2 + 3,2V2) A,

qn(t)

(6-32)
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A solucao particular final para uma carga moével de acordo com a equacao

(6-8) tem a forma

B,V (€% — cos 3,Vt) — a;sin 3, V't
Z <— SlnﬁnxQ Z (CYZ + /6”2‘/2) ; )
(6-33)

(6-34)

onde 0 _ mﬁnZVQ_ 5n2 . 1
" | EGA’%k GAxk EI

O resultado acima pode ser dado diretamente para valores numéricos e
n = 1,2, ..., usando de preferéncia uma rotina em maple. Para amortecimento
nulo, em ambos os casos particulares, o resultado pode ser obtido em forma

explicita, considerando na equagao (6-13), D, =0e E, = 0.
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