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Modelagem Matematica

2.1
Caracterizacao de portadoras Digitais

A modulacao digital envolve a escolha de uma forma de onda s(t),
num conjunto finito de possiveis formas de onda (ou simbolos), baseada na
informacao dos bits aplicados no modulador. Considerando-se um total de M

possiveis formas de ondas, este conjunto pode ser representado como

S = {s1(t), s2(t), ....... ,sa(t)} (2-1)

Do ponto de vista geométrico, qualquer conjunto finito de formas de
onda fisicamente realizaveis pode ser expresso como uma combinacao linear de
L (L < M) formas de onda ortonormais, as quais formam uma base do espaco

de fungoes, ou seja,

L
so(t) =) seoi(t) . (=0,.,M—1 (2-2)
j=1
onde a ortonormalidade das fungoes ¢;(t) da base garante que

> 0, j#k
/_ ¢;(t)pr(t)dt = { 1’ jik Gok=1,..,L (2-3)

Note que a energia de cada uma das fungoes da base é unitaria, ou seja,
Ey, :/ o3 (t)dt =1 j=1,..,L (2-4)

Neste caso, os M vetores s; = [sg, ¢, ... 8¢,]7, £ =0, ..., M — 1, formados pelos
coeficientes de (2-2) pertencem a R”, e definem um conjunto de vetores dados

por
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S={s;; (=0,...M—1} s¢ e R* (2-5)

Note que a energia do sinal s,(t) se escreve

e}

E54 = / S?(t)dt
_:: L L
= / Z%SM% k(t)dt
o j=1 k=1
L L 00
= S [ oot 26)
j=1 k=1 00

considerando-se (2-3), (2-6), se reduz a

L
E 2
ESZ - SZ]
i=1

Observe que a energia média das formas de onda s,(t) se escreve,

E, = EIE,)]
= E[s{s/] (2-8)

No caso de L = 2, os vetores de § podem alternativamente ser representados

no plano complexo, definindo um conjunto equivalente a 5, dado por

S:{Sg:Sgl—i-ngQ, (=0,...M—1 } (2-9)
Neste caso,
E,, = |Sf|2
= SgSg* (2—10)

e consequentemente

By = I [|sif?] (2-11)
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Um sinal correspondente a uma modulacao digital com constelacao bi-

dimensional pode ser expressa como

¢(t) = Re { > V2dy plt+ e —kT) eﬂ%fc(t“)*@]} (2-12)

k=—o0

sendo sua envoltéria complexa, em relagao a freqiiéncia f., dada por

&(t) = i V2d, p(t + e — kT) & (2-13)

k=—o00

Em (2-12) e (2-13) dj, é uma varidvel aleatéria complexa que toma valores
em S e corresponde ao simbolo transmitido no k-ésimo intervalo, € é uma
variavel aleatoria uniforme em [—%, %) e 0 é uma variavel aleatoria uniforme
em [0,27). As varidveis aleatdrias € e 6 caracterizam respectivamente o erro
de relégio e a fase da portadora. Em (2-12) e (2-13) p(t) é a forma do pulso

formatador no tempo, normalizado para energia unitaria, ou seja,

/Oo p(t) dt =1 (2-14)

oo

Exemplos de modulagoes com constelagao bi-dimensional sao apresen-

tadas nas segoes seguintes

2.1.1
Modulacao M-PSK

Na modulagao PSK (Phase Shift Keying), a amplitude da portadora é
constante e sua fase varia de acordo com a informacao a ser transmitida. Neste

caso dj toma valores no conjunto

S={sp; (=0,..,M—1} (2-15)
onde

¢ = /Byl ) (2-16)
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A Figura 2.1 ilustra a constelacao de sinais associada a uma modulacao

M-PSK onde a energia média dos sinais € igual a Ej

Figura 2.1: Constelagao de sinais para a modulagao M-PSK

2.1.2
Modulacao M-QAM

Na modulagao QAM (Quadrature Amplitude Modulation), tanto a am-

plitude quanto a fase da portadora variam de acordo com a informagao a ser

transmitida. Neste caso dj toma valores no conjunto

S={s: (=0,..,M—1} (2-17)

onde

A
2

S = <2€+1—N—2NL%J)—+3' (N—1—2L

A
— 5 0=0,...,.M—-1
2 ) 07 )

(2-18)

)
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e N =+ M, |z] representa o maior inteiro menor ou igual a z, e

A=) (2-19)

A Figura 2.2 ilustra a constelagao de sinais associada a uma modulagao

M-QAM onde a energia média dos sinais ¢é igual a F

A
50 S1 52 SN-3 SN—-2 SN—1
° ° ° B ° ° °
SN SN+1 S2N -2 S2N—1
[} [ [} °
S2N S3N -1
@ °
SN(N-3) SN(N-2)—1
[} °
SN(N-2) SN(N-2)+1 SN(N-1)—2 SN(N-1)-1
[} @ ° [}
SN(N—-1) SN(N-1)+1 SN(N-1)+2 SN2_3 SN2_9 SN2_1
° ° ° ° ° °

Figura 2.2: Constelagao de sinais para a modulagao M-QAM
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2.2
Caracterizacao do sinal OFDM

OFDM é um sistema de modulacao multiportadora. Consiste em um
determinado nimero N de portadoras ortogonais, cada uma delas com uma

taxa de transmissao de 1/7" simbolos por segundos e espacadas em freqiiéncia
de (1/T) Hz. O sinal OFDM pode ser escrito como

mit) = 3 cilt) (2:20)
i=1
onde as parcelas ¢;(t) correspondem a sinais digitais dadas por (2-12). Tem-se

assim,

N o)
m(t) =) Re { > V2dup(t+ e~ kT) eﬂ%(fcﬂfi)(”@wl} (2-21)
=1

k=—o0

onde d;, é uma variavel aleatéria complexa que toma valores em S e cor-
responde ao sinal transmitido no k-ésimo intervalo da i-ésima portadora,
fi = fe+ Af; é a freqiiéncia da i-ésima portadora, p(t) é o pulso formatador

com energia unitaria (2-14) e é igual para todas as portadoras, T é a duracao

T T

do stimbolo, € é uma variavel aleatéria uniforme em [—5, 5) e 0 é uma variavel

aleatéria uniforme em [0, 27).

A envoltéria complexa do sinal OFDM, em (2-21) com relacdo a

freqiiéncia f,., se escreve
N 00
1274
mt) =Y Y V2dup(t+e—kT) T I (2-22)
i=1 k=—o00

onde Af; foi feito igual a i/T'. Alternativamente m(t), pode ser escrito como

o

m(t) = Y m(t)p(t+e—kT) (2-23)

k=—o00
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onde
N
1271
() =Y V2dy T I (2-24)
i=1

my(t) se refere a envoltéria complexa do sinal transmitido no k-ésimo inter-
valo, aqui denominado simbolo OFDM. Note que o teorema do limite central
permite dizer que, para valores suficientemente grandes de N, o processo

my(t) pode ser aproximado por um processo gaussiano complexo.

Nas seccoes que seguem, serao determinadas as estatisticas da envoltéria
complexa do simbolo OFDM (7(t)), e do sinal OFDM (7(t))

2.2.1
Determinacao das Médias

Média da envoltéria complexa de m(¢)

Pela defini¢ao de média de um processo estocdstico [8] temos que a partir
de (2-24) a média de my(t) é dada por

N
E[my(t)] = E [Z V2di ej[QT’”(t+5)+9]]
=1
N
- 27d . - 27d
= V2 ZIE [dik eI € ed? eJTt} (2-25)
i=1

sabendo que 0, €, d;, sao variaveis aleatérias estatisticamente independentes,

tem-se
E ()] = Y IE[dgE [eJT} IE [¢77] 3% (2-26)
como 6 é uma varidvel aleatéria uniforme em (0, 27] tem-se que
E[¢’] =0 (2-27)
e conseqiientemente,

IE [ (t)] = 0 (2-28)
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Média da envoltéria complexa de m(t)

A partir de (2-23) tem-se que a média do sinal m(t) é dada por

Ein@) - E kfj ult) plt + € )
= Z IE [ () p(t + € — kT)] (2-29)
[
onde
E [ ()p(t + € = kT)] = EAIE [mg(t) p(t + E = kT) | e = E}

= E {p(t+E — kT)E [my(t) | e = E]} (2-30)

note que a partir de (2-25)
IE [ (1) | e = E] = V2 ZIE k'] TP (2-31)

considerando-se que 6, d;;, sao variaveis aleatérias estatisticamente indepen-

dentes, tem-se
al -2 27
Efie(t) e = B] = V2 3 B [dy] B[] &/ F Ee (2-32)
i=1

Sabendo que 6 é uma varidvel aleatéria uniforme em (0, 27/,
E[¢] =0 (2-33)
conseqlientemente
E[mg(t) |[e=E]=0 (2-34)
A partir de (2-29) e (2-30) e o resultado em (2-34) obtém-se finalmente

E [m(t)] = 0 (2-35)
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2.2.2
Determinacao das Funcoes Autocorrelacao

Funcao Autocorrelacdo da envoltéria complexa de my ()

A Fungao Autocorrelagdo do processo estocéstico my(t) é definida por:
R, (1, t2) = B [ (£ )y (L2)] (2-36)

considerando-se (2-24) tem-se

N
Ry, (t1,t2) = [(Z V2dy, eIl (e +9]> (Z \/_dgk e t2+e)+9]>]
= 2 IE [ (Z Z dldek ej%[itl £t2+(if)e]> ] (2_37)

i=1 (=1

como ja foi dito anteriormente as varidveis aleatérias € e d;; sao es-

tatisticamente independentes. Sendo assim, podemos escrever (2-37) como

N N
Raltnt) = 23 Y Eldadi B [500 ot (o

i=1 (=1

A ] T T
NOte que, Ccomo € € unlforme cem [—57 5)’
E |/ 0] = (2-39)

Sendo assim, a Fun¢ao Autocorrelacao de my(t) se escreve

N
Ry, (t,t2) = QZ [|dix|*] €’ Ftt) (2-40)

=1

Considere que, de acordo com (2-11), IE[|d;|*] = Es. Tem-se

N
Riy (t1,t2) = Z I (t2) (2-41)

ou

R (t1,5) = 2 Ei {cos {?(u _ tQ)] + jsen [?(tl - tg)] } (2-42)
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Note que Ry, (t1,t2) é funcdo da diferenca 7 = t; — ¢y e portanto
o processo complexo mg(t) ¢ estaciondrio no sentido amplo (ESA). Além
disso Ry, (1) é periddica de periodo T. Alternativamente, considerando-se o

somatério em (2-41), Ry, (7) se escreve

TN
Ry (1) = 2 Esweﬂw?” (2-43)
Sen (T)
A partir de (2-40), temos que
R (0) =2 E, N (2-44)

onde E é a energia média do sinal e N o niimero de portadoras do sinal OFDM.

Funcdo Autocorrelacdo normalizada da envoltéria complexa de my(t)

A Fungao Autocorrelagao normalizada de my, ¢ definida como

= (2-45)

A partir de (2-42) e fazendo-se t; — to = 7 obtém-se,

R (7) = %ZN; {cos {?m] + jsen {?(ﬂ] } (2-46)

As figuras 2.3 e 2.4 ilustram a Funcao Autocorrelacao normalizada do
k-ésimo simbolo OFDM (linha continua parte Real e linha tracejada parte
Imagindria), para 16 e 64 portadoras, respectivamente. Note que esta funcao

autocorrelagdo nao depende do pulso formatador p(t).
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Figura 2.3: Fungao Autocorrelagao normalizada de my(t) para N = 16
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Figura 2.4: Fungao Autocorrelacdo normalizada de my(t) para N = 64
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Funcao Autocorrelacao da envoltéria complexa de m(t)

Pela definicao temos:
R (t1,t) = Elm(ty)m*(t2)] (2-47)

Considerando-se (2-23),
7 (t1, 1) Z Z [0 (£1) 15 (L) p(ty + € — kT)p(ty + € — T)] (2-48)
k=—o0 f=—00

Note que Ry (t1,ty) pode ser obtido a partir da autocorrelagdo condicional

Rije=g(t1, t2) através da relacao

Ry (t,t2) = IE [ _p(t1,t2)]
= " |e=E 751,752)]) (E)dE (2—49)
onde

Rijeep(tita) = > > Elig(t)m}(to)p(t + € — kT)p(ts + € — (T) | e = E]

k=—o00f=—00

Z Z mi(ty) | € = E]p(ty + E — KT)p(ty + E — (T) (2-50)

k=—o00l{=—00

Note que, levando-se em conta (2-24),

o0 o0

IE [mg(t1)my(t2) | e = E] =2 Z Z IE [di.d,] o 3 (it1—nt2) 3 (i—n) B

(2-51)

Considerando-se que d;; e d,, tem médias nulas e sao estatisticamente

independentes para k # {, tem-se

0, k # ¢,
IE [y, (t1)me(t2)| e = E] = (2-52)
Rrhk|e=E<t17 t?)? k=t
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onde

Rﬁzk\e t17t2 2 Z Z denk (ztl ntz)ejT(z n)E (2_53>

Neste caso (2-50) se reduz a

Rije=p(ti,t2) = Z R je=p(ti, t2)p(ts + B — KT)p(ty + E — KT) (2-54)

k=—o0

Observe que se os simbolos d;, e d,; tém média nulas e sao es-
tatisticamente independentes para i # n, a autocorrelacao Ry, |=p(t1,t2) em
(2-53) nao depende de FE, sendo dada por,

Rije=p(ti,t2) = 2 _Z |dlk‘ 2 (ti—t2)
= 2E5'i oI 7 (t1—t2) (2-55)
ou seja,
Rinyle=p(t1, 12) = R, (L1, 12) (2-56)

e conseqilentemente, (2-54) pode ser escrita como
Rpje=p(ti, t2) = Z R, (t1 — ta)p(ty + E — kT)p(ty + E — kKT)  (2-57)

k=—o00

substituindo (2-57) em (2-49) obtém-se finalmente

1 S T/2
Rm(tl,tg) = ? Z /T/2 Rmk<t1—t2>p(t1+E—kT)p(t2+E—kT)dE (2—58)

k=—o00
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Efetuando-se a mudanca de variavel de integracao o = t; + £ — kT em
(2-58), tem-se

0 t—kT+T/2
Raltit) = S Ryt —t2) = / p(@)plts + o — t)da (2-59)
t

oo T \—kT—T/2
ou ainda,
oo 1 [t—kT+T/2
Ra(r) = 3 Ba@)g [ pllpla-rida (260)
P t1—kT—T/2

Rar) = 2 hon(0) [ plalpla — 7)da (2-61)
ou ainda,
Ra(7) = R (7) [p(t) # p(~1)] (7) (2-62)

com Ry, (1) dado por (2-43). A partir de (2-62) podemos concluir que ()
¢ um processo estaciondrio no sentido amplo (ESA). A poténcia média do

processo estacionario m(t) é dada por

Ps = R (0) (2-63)

Py =

— (2-64)

Funcdo Autocorrelacdo normalizada da envoltéria complexa de m(t)

A Funcao Autocorrelagao normalizada de m(t) é definida por

Rm(T) =

= (2-65)
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considerando-se (2-43) e (2-62), (2-65) se escreve
R () = R, (7) [p(t) * p(—1)] () (2-66)

com Ry, (1) dado por (2-45). Note que definindo-se

_ .
verifica-se facilmente que
Ra(r) = 280 = oo 205)

A Figura 2.5 ilustra a funcio autocorrelagdo normalizada R, (1) (partes
real e imaginaria) e a funcao p(7) % p(—7) para um sinal OFDM com pulso

p(7) retangular e 16 portadoras.

i
|
|
|
I
il
|
|
I

|
—0.4} | | Parte Real de Ry, (T)
I |
l . . B
| o _
0l | || Parte Imaginaria Ry, (T)
I‘ ll ''''' p(T) * p(—‘T)
-0.8 : ' :
15 -1 -05 0 0.5 1 15

Figura 2.5: Fungao Autocorrelacao de my(t) e p(7) x p(—7), para sinais OFDM
com pulso retangular e 16 portadoras.
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A fungao autocorrelacdo normalizada Ry (7) do processo m(t), também

para pulso retangular e 16 portadoras, é apresentada na Figura 2.6.

0.8

N -
|| Parte Real
-0.6F | :
J — — — Parte Imaginaria
_0.8 1 1 1 1 1
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 2.6: Fungao Autocorrelagao de m(t) para N = 16

2.23
Funcao Pseudo Autocorrelacao

Um processo aleatério complexo z(t) com funcao pseudo autocorrelacao

igual a zero é chamado de préprio [9], definida por

~

Rz(tl, tg) = ]E [Z(tl)Z(tQ)] (2-69)

Funcdo Pseudo Autocorrelacdo da envoltéria complexa de my(t)

Pela definigao de funcao pseudo autocorrelacao [9] temos que:

~

R, (1, t2) = IE [y (t1)m(t2)] (2-70)
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Substituindo (2-24) em (2-70) temos:

N N
f%mk (t1,t2) = E [(Z \/§dik ej[zq’fi(t1+e)+9]> (Z \/§de ej[QT“(t2+e)+a]>]

N N
=2 ZZE [d'k o, I PF (tite)+6] ej[%(tﬁe)w]]

N N
=2 Z Z dir, dox] IE [ T (H0)e } E [ej%ﬂ(ih-&-ém)} I [¢/2]
i=1 /=1

(2-71)
Como 6 ¢é uniformemente distribuido em (0, 27],

E [¢*] =0 (2-72)

tem-se que a fungao pseudo autocorrelagao de my(t) é nula, ou seja,
R, (t1,t5) = 0 (2-73)

Funcao Pseudo Autocorrelacao da envoltéria complexa de m(t)

Pela definicao temos,

R (ti, 1) = I [m(t)m(ts)] (2-74)

Considerando (2-23), tem-se

i (t1,ts) = Z Z IE [n (to)p(ty, + € — kT)p(ty + € —IT)] (2-75)

k=—o00l=—00

Note que Rm(tl,tg) pode ser obtido a partir da autocorrelagao condicional

}?m|E:E(t1, ty) através da relagao

A

Ri(tit) = TE [Rmk:E(tlatQ)]

= /°° ﬁm|E:E<t17t2)p€(E)dE (2-76)

[e.9]
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onde

o0 o0

Rajemp(tit) = Y > Bmg(t)mu(t)p(ts + € — kT)p(ty + € — (T) | e = E]

k=—o00 {=—00

Z Z [ (1) () | € = E]p(ty + E — kT)p(ty + E — (T)  (2-77)

k=—o00 {=—00

Note que, levando-se em conta (2-24),

IE [y (t1)my(ts) | € = =2 i i IE [d;xd e T (it1+nt) oi 5 (i+n) BT [ej 29}
e (2-78)
Como € é uniformemente distribuido em (0, 27,
E [¢*] =0 (2-79)
ou seja,
IE [ (t1)me(tz)| € = E] =0 (2-80)
e conseqiientemente, (2-77) é nula, ou seja,
Rpje=p(ti, ta) = 0 (2-81)
Substituindo (2-81) em (2-76) obtém-se finalmente
Ri(ty,ts) = 0 (2-82)

Considerando o Teorema do Limite Central podemos concluir que en-
voltéria complexa de m(t) para N > 30 é um processo estaciondrio no sentido

amplo (ESA), gaussiano e préprio.
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2.2.4
Densidades Espectrais de Poténcia

A densidade espectral de poténcia de um processo estacionario no sentido
amplo é dada pela Transformada de Fourier de sua funcao autocorrelagao.

Assim a partir de (2-41) e fazendo 7 = t; — o, tem-se

N .
3 ej[%’”(ﬂ]]

=1

Sa(f) = 2E;F

N

- 2EY F [eﬂ%ﬂq (2-83)
i=1

cOmo

s [ej[%rn] _5 (f _ i) (2-84)

T
A Densidade Espectral de Poténcia do sinal my(t) é dada por (2-85)
al i
S (f) =2 E, ; 0 (f - ?) (2-85)
a partir de (2-85) notamos que a densidade espectral de poténcia do sinal

my(t) é dada por um trem de impulsos de drea E espacados de 1/T" conforme

ilustrado na Figura 2.7

B — - — — — — — — — — — — — w
N

Figura 2.7: Densidade Espectral de Poténcia do sinal 7y (t)

Ll
N
Nleo
]
]

Considerando-se (2-45), a densidade espectral de poténcia normalizada

de 7y (t) definida como a transformada de fourier de Ry, (), se escreve

1 N

() = 37 20 (7-7) (2-56)
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A partir de (2-62) a densidade espectral de poténcia do processo m(t) é
dada por

Swl(f) = F[Ra(7)] (2-87)

ou ainda, utilizando-se algumas propriedades da Transformada de Fourier e
substituindo (2-62) em (2-87), tem-se

Salf) = F | a0 b0+ (0] (7)] (2:58)
— pF B {FBOIFRC] )
= 25 PUOPA() (2:90)
onde P(f) = F [p(7)], ou ainda,
Salf) = 7S, () * |P(1) (291)

considerando-se (2-85), esta Densidade Espectral de Poténcia se escreve

(-3

2 (2-92)

Define-se a Densidade Espectral de Poténcia normalizada como sendo a
Transformada de Fourier de Ry (7). De (2-65), tem-se

. Sin(f)

Sialf) = 5 (2-93)

onde Si(f) é dado por (2-92) e Ps é dado por (2-64). Assim podemos
reescrever a densidade espectral de poténcia normalizada como

r{-7)

2

(2-04)
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2.3
Caracterizacao da nao linearidade

A utilizacao de amplificadores operando na regiao nao linear é bastante
comum em sistemas de comunicac¢oes com limita¢ao de poténcia (e.g. comu-

nicagoes via satélites). Na pratica, um sinal
x(t) = p(t) cos (2 fot + d(t) + N) (2-95)

ao passar por um dispositivo nao linear, gera, em sua saida um sinal z(¢) de
mesma freqiiéncia, com amplitude e fase que dependem, de maneira nao linear,

da amplitude do sinal x(t), ou seja,

z(t) = glp(t)] cos (27 fet + o(t) + fp(t)] + A) (2-96)

onde g(.) e f(.) s@o fungbes que caracterizam as conversoes AM/AM e AM/PM

produzidas pela nao linearidade.

A caracterizagdo de uma nao linearidade sem meméria [10, 11, 12, 13], é
feita através das fungoes g(.) e f(.) ou, de maneira mais compacta, através da

funcao complexa
Clp(t)] = glp(t)] 170 (2-97)

Neste trabalho, a fungdo complexa C(.) sera caracterizada pela expansao em

Clo)] =Y yoest [p(O)]* (2-98)

onde os coeficientes complexos Y9011 sao determinados de modo a garantir que

a série em (2-98) aproxima-se da fungdo complexa em (2-97)

Considere a Figura 2.8, onde Z(t) e Z(t) representam respectivamente
as envoltorias complexas das portadoras na entrada e na saida de uma nao

linearidade sem memoria cujo relacionamento entrada-saida é dado por (2-98).
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T(t) | Nao linearidade | Z(t)
— sem memoédria ————>

Figura 2.8: Diagrama de blocos do sinal passando por um dispositivo nao-linear

E possivel mostrar [12] que
(1) = Z’hulful(tﬁ'*zﬁ)
=0
= > e [E(O (1) (299
=0

A modelagem matematica de uma nao linearidade com memoria é usual-
mente feita pela configuragao em cascata de filtros com uma nao linearidade

sem memoaria, conforme ilustrado no diagrama em blocos da Figura 2.9.

(1) u(t) | ™| Nao linearidade | §(1) |, Z(t)
“ sem memoria e

Figura 2.9: Diagrama de blocos de um dispositivo nao-linear com memoria

Nesta figura Z(t) e Z(t) representam respectivamente as envoltdrias
complexas dos sinais na entrada e na saida da nao linearidade, e uc, € Vg
representam as respostas ao impulso dos equivalentes passa baixa dos filtros.
Repare que se g(t) é estaciondrio no sentido amplo a média, fungao autoco-

rrelacao e a densidade espectral de poténcia sao facilmente obtidas.

Na prética, as curvas da fun¢ao complexa C(.), que caracterizam a nao
linearidade sem memoria sao fornecidas pelos fabricantes dos equipamentos
(por exemplo amplificadores nao lineares). Estas curvas sao normalmente
expressas em funcao das razoes entre as poténcias dos sinais e as poténcias de
saturagao (de entrada e de saida) do dispositivo nao linear. Estas razdes sao
usualmente denominadas back-offs de entrada e de saida da nao linearidade.
Assim, o bloco central da Figura 2.9 pode ser representado pelo diagrama da
Figura 2.10, no qual a nao linearidade h( ) é expressa em fungao dos back-offs

de entrada e de saida. Neste diagrama F;; e P;, representam as poténcias de
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saturacao de entrada e saida do dispositivo nao linear.

m(t) y(t)

] h() B

Figura 2.10: Diagrama de blocos de um dispositivo nao-linear sem memoria

Finalmente, considerando-se que o relacionamento entrada-saida no bloco
h() da Figura 2.10 é andlogo ao relacionamento expresso em (2-99), é possivel
escrever (2-100)

19 :i%m A () (2-100)

VP (V)" (VP

A expressao (2-100) permite determinar estatisticas do processo de saida
g(t) da nao linearidade sem meméria em funcdo das estatisticas do processo

estocdstico de entrada m(t).

2.4
Caracterizacao do sinal na saida da Nao Linearidade

A média do processo estocastico g(t) pode ser determinada a partir de
(2-100). Tem-se assim

Efg)] = E

= Vb, Z Y2i+1 (2-101)
ou ainda,
IE [g(t)] = Y2i+1
P, ; (VP)" ™" ®)
onde

&G(t) =1E [m”l(t)m*i (t)] (2-102)
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Mostra-se na Se¢ao A.1 do Anexo que &;(t) é igual a zero, conseqiientemente
E[g(t)] =0 (2-103)

A Funcao Autocorrelacao de g(t), é definida por
Ry(t1, t2) = E[g(t1)y" (2)] (2-104)

pode ser escrita como, considerando-se (2-100), como

Ry( tl,tQ m (t) m* (ty) m* 1(752) m (ty)
_ ;;72z+172y+1( —) 1< PSZ)/L( /—) ( EPSi)j
(2-105)
ou ainda,
M = Z % ij(ti, t2) (2-106)
So i=0 j=0 i
onde
asltits) = T [ () (L) (1) (8)] (2-107)

Se m(t) é um processo estocastico gaussiano complexo, préprio [9] e de

média nula, é possivel re-escrever (2-107) como

min(4,7)
aij(t1,ta) = Rin(tr, t2) Z Bije [Ra(t, 1)) ™" [Ria(tr, 1) [Ran(ta, 22)
=0
(2-108)
onde
Bije = (i + DI CIE CHEL () (2-109)

As equagbes (2-108) e (2-109) sdo demonstradas na Secao A.2 do
apéndice. No caso de m(t) ser um processo estocdstico estaciondrio no sen-

tido amplo, a quantidade o;(t1,?2) pode ser escrita como

Oéij (’7') = P%+j+1 O_éij<7'> (2-110)
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onde
iy (11, 13) = B [ (1) (0™ (1) (1) (2-111)

com 7 = t; — ty e Py representando a poténcia média do processo estocastico
m(t). Em (2-111), m(t) é resultado da normalizagdo do processo estocéstico

m(t) conforme (2-67), ou seja

() = %m(t) (2-112)
o que implica
Ru(r) = Pim Riu(1) = Ry (1) (2-113)

Note que, levando-se em conta (2-107) e (2-108), (2-111) se escreve

min(z,5)
_ = = 2
Qi () = R (7) Z Bije ‘(Rm(T)} (2-114)
=0
Finalmente, considerando-se (2-106) e (2-110), a Func¢ao Autocorrelagao
do processo estocastico g(t) pode ser escrita, no caso particular de m(t) ser

estacionario no sentido amplo, como

Ri(T)  Pax= = P _
= S e Y @y 2-115
Pso Psi i=0 j=0 Psljj T2i+1 72]"‘1 a J(T) ( )

Ri(T e .
) — 200 3 Faver Ty 1 () (2-116)
50 i=0 j=0
onde
Pm Prh

- — 2-11

bln Psi 2 Psi ( 7)
e

Foit1 = (2bin)’ Y2501 (2-118)
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Note que (2-103) e (2-116) indicam que g(7) é um processo estocastico

estacionario no sentido amplo.

Substituindo-se (2-114) em (2-116), obtém-se

R. _ _
;<T) = 2b;, E g ’72i+1’7;j+1Rﬁz(7') § Bijf}Rﬁl(T)‘%
S0 i=0 j=0 =0

ou ainda,

R~ o0 o0
LN

21175541 R (T) Z Bije } Ry (7) |2£
=0

g
i=0 j=0
= 2biy Rin(7) Z | Ry (T) ‘% Z Z Yois1 Vo1 Dige
£=0 =0 j=0

onde

PSO
=0
onde
M (2bin)°11
o= ol (2bin) '3
Vs (2bi,) 5
e
Booe Bore Boae
A, - Bioe Biie Pize

BQOZ B21€ BQQZ

(2-119)

(2-120)

(2-121)

(2-122)

(2-123)

(2-124)
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Considerando-se que nos casos praticos o numero de termos da série em

(2-98) ¢ finito, é possivel escrever

Rzim = 2bin Ri(7) i |Ra(r)]” g"Acg" (2-125)
> =0
onde
gl (20in)°m
g = 73 _ (2 biT‘L)LYP) (2-126)
YoN+1 (2 bm)N%NH
e

Booe  Bore -+ Bone
Bioe Bie - Bine

BNOZ BNI( BNNZ

A titulo de exemplo, no caso de N = 3, as matrizes A, sao dadas por

5000 Boto Bozo Boso 1 2 4 24
B0 Pio Bz B 2 4 12 48
Ay — @100 @110 @120 @130 _ (2.125)
Baoo B0 Ba20  Pa3o 6 12 36 144
Bs00 Bs10 Bs20 B0 24 48 144 576
0 0 0 0 0 0 0 0
0 Bin Piar B 0 2 12 72
A, = 5_111 @121 @131 _ (2-129)
0 Bair Paar Posi 0 12 72 432
0 B3ir P21 Faa 0 72 432 2592
00 O 0 00 O 0
00 O 0 00 0 0
A, = o = (2-130)
0 0 Bara oz 0 0 12 144
00 5322 5332 0 0 144 1728
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000 0 000 0
000 0 000 0
A.3— f—
000 0 000 0
0 0 0 [y 00 0 144

43

(2-131)

Mostra-se na Secao A.3 do apéndice que os coeficientes 3;;, definidos em

(2-109) podem, alternativamente, ser escritos como
szz = 0Ot Oj¢

onde

I (@41l

T JIF1 (= 0L

Assim, a matriz Ay em (2-124), pode ainda ser escrita como

A[ = ay a}
onde
Ooe
O1¢
ap = _
(7
com
(X7 220
Oy =
0 ; 1<0

sendo oy, dado por (2-133).

Conseqiientemente, (2-122) pode também ser escrita como

BT — 2y, ) S [Rar)|* JaFaf

=0

(2-132)

(2-133)

(2-134)

(2-135)

(2-136)

(2-137)
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A Densidade Espectral de Poténcia do processo estocéstico g(t) é dada

pela transformada de Fourier da Fun¢ao Autocorrelacao de g(t), ou seja,

Sy(f) = F [Ry(7)] (2-138)

a partir (2-122) podemos escrever

Si(f) = Peo g 20 g Ay g’ F [Rm(T) | R (7) \%] (2-139)
ou ainda
S5(f) = Peo ; B Si(f) (2-140)
onde
By =2bng Arg’ (2-141)
e
Self) = F [Ralr) | Rl ] (2-142)

Note que as fungdes Sy(f) em (2-142) sdo determinadas através da convolucio

das Densidades Espectrais de Poténcias normalizadas de m(t), ou seja,

Sg(f):S~(f)*...*S~(f)>x<§’~(—f)*...*S~(—f) (2-143)

J S

e

l+1 l

onde Sy ¢ dada por (2-94).

E interessante observar que no somatério em (2-140), a parcela corre-
spondente a ¢ = 0 representa a Densidade Espectral de Poténcia do sinal
desejado na safda da nio linearidade (Produto de Intermodulagao de 12
ordem). De maneira andloga, as parcelas correspondentes a { = 1 e { = 2
representam as Densidades Espectrais de Poténcias produzidas pelos Produtos
de Intermodulacoes de 32 e 52 ordens, respectivamente. De maneira igual, a
(-ésima parcela representa a Densidade Espectral de Poténcia produzido pelo

Produto de Intermodulagao de ordem 2¢ + 1.
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Assim, (2-140) pode ser reescrita como

S5(f) = Sp(f) + Si(f) (2-144)

onde Sp(f) e Si(f) representam, respectivamente, a Densidade Espectral de
Poténcia da envoltoria complexa do sinal desejado e da envoltéria complexa

da interferéncia devido a intermodulagao, dados por

Sp(f) = PsBoSo(f)

= Py By Sﬁl(f) (2_145)
Sl(f) = Pso Z BZ SZ(f) (2_146)
=1

Normalizando-se S;(f) em (2-144) para que a Poténcia média da en-

voltéria complexa do sinal desejado na saida da nao linearidade seja unitaria,

obtém-se
Si(f) = Salf) + Si(f) (2-147)
onde
5, = 220 (2-143)
5I(f) = i;(g)
) Bg B
= s (2149

E interessante observar que em (2-149) cada uma das parcelas de S;(f)
corresponde praticamente a densidade espectral de poténcia associados aos
produtos de intermodulacao de uma determinada ordem. Assim, as parcelas
correspondentes a £ = 1, { = 2 e { = 3 representam, por exemplo, densidades
espectrais de poténcias do produtos de intermodulacao de 32, 52 e 72 ordem,

respectivamente.
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