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A
Resultados Relacionados ao Teorema dos Momentos para
Processos Gaussianos Complexos

Teorema

Sejam zn = 1, ..., N amostras de um processo estocástico z(t), gaussiano,

complexo, próprio, estacionário no sentido amplo e de média nula. Então,

(i) para s �= r, o momento conjunto

IE
[
z∗m1

z∗m2
· · · z∗ms

zn1zn2 · · · znr

]
(A-1)

onde mk e nj são inteiros do conjunto 1, ..., N , é igual a zero.

(ii) para s = r, o momento conjunto

IE
[
z∗m1

z∗m2
· · · z∗ms

zn1zn2 · · · znr

]
(A-2)

se escreve

∑
π

(
IE

[
z∗mπ(1)

zn1

])(
IE

[
z∗mπ(2)

zn2

])
· · ·

(
IE

[
z∗mπ(r)

znr

])
(A-3)

onde π é uma permutação do conjunto de inteiros 1, ..., r.

A demonstração deste Teorema pode ser encontrada em [15].

Exemplos de aplicação deste teorema são as relações

IE [|z|2n] = n!(IE [|z|2])n

IE [(z∗1z2)
n] = n! (IE [z∗1z2])

n

IE [z∗1z
∗
2z3z4] = IE [z∗1z3] IE [z∗2z4] + IE [z∗2z3] IE [z∗1z4]

No caso de m̃(t) ser um processo estocástico gaussiano complexo, próprio,

estacionário no sentido amplo e de média nula, o cálculo das quantidades ξi(t) e

αij(t1, t2) definidas em 2-102 e 2-107, pode ser feito considerando-se o Teorema.
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A.1
Determinação de ξi(t)

A partir de (2-102), temos que ξi(t) é dado por

ξi(t) = IE
[
m̃i+1(t)m̃∗i

(t)
]

(A-4)

Pelo Teorema, tem-se obviamente

ξi(t) = 0 (A-5)

A.2
Determinação de αij(t1, t2)

A partir de (2-107), temos que αij(t1, t2) é dado por

αij(t1, t2) = IE
[
m̃i+1(t1)m̃

∗i

(t1)m̃
∗j+1(t2)m̃

j(t2)
]

(A-6)

Considere o diagrama da Figura A.1, onde m̃1 = m̃(t1) e m̃2 = m̃(t2).

� �� �i j + 1

m̃∗
1 m̃∗

2 m̃2

Ck
i

m̃1

m̃∗
1 m̃∗

2

� �

�� ��

�� ��

k i + 1 − k

Ci+1−k
j+1

B1 B2

C1a C1b
m̃∗

1 m̃∗
2

A1 A2

i − k j − i + k

i + 1 j

C2a C2b

︸ ︷︷ ︸
C1

︸ ︷︷ ︸
C2

�� ��

Figura A.1: Diagrama de blocos de um dispositivo não-linear com memória

Nesta Figura os elementos do conjunto A1 ∪ A2 ∪ B1 ∪ B2, correspondem ao

conjunto de variáveis aleatórias

{m̃∗
1, . . . , m̃

∗
1︸ ︷︷ ︸

i

m̃∗
2, . . . , m̃

∗
2︸ ︷︷ ︸

j+1

m̃1, . . . , m̃1︸ ︷︷ ︸
i+1

m̃2, . . . , m̃2︸ ︷︷ ︸
j

} (A-7)

O valor esperado do produto dessas variáveis aleatórias se escreve (A-6) e

aplicando o Teorema, αij(t1, t2) pode ser escrito como produtos de momentos de

segunda ordem das variáveis envolvidas. Para gerar as permutações indicadas no
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teorema, considere o conjunto C1 ∪ C2 da Figura A.1, no qual serão colocadas

permutações dos elementos de A1 ∪ A2.

Para tal, considere um dado valor k, inteiro e menor que i. Suponha que

k dos i elementos de A1 sejam colocadas em C1a e que o restante do conjunto

C1 seja completado com i + 1 − k dos j + 1 elementos de A2. Note que nesta

situação, os elementos de C2 estão todos completamente especificados.

Assim, o valor esperado em (A-6) pode ser escrito em função do produto dos

momentos de segunda ordem dos pares de variáveis aleatórias, formados tomando-

se ordenadamente elementos de B1 e C1 e elementos de B2 e C2, produto este que

é dado por

[Rm̃(t1, t1)]
k [Rm̃(t1, t2)]

i+1−k [R∗
m̃(t1, t2)]

i−k [Rm̃(t2, t2)]
j−i+k (A-8)

Note que o número de configurações nas quais o conjunto C1 tem k elementos

m̃∗
1 e i + 1 − k elementos m̃∗

2 é dado por

Ck
i Ci+1−k

j+1 (A-9)

Considerando-se as (i + 1)! permutações dos pares de variáveis aleatórias

formados por elementos de B1 e C1 e as (j)! permutações dos pares de variáveis

aleatórias formados B2 e C2, tem-se que o número total βijk de configurações onde

o produto dos momentos de segunda ordem desses pares se escreve como

βijk = (i + 1)! Ck
i Ci+1−k

j+1 (j)! (A-10)

Observando-se da Figura A.1 que se i ≤ j, k toma valores entre 0 e i e se

i ≥ j, k toma valores entre i − j e i, obtém-se finalmente

αij(t1, t2) =
i∑

k=max(0,i−j)

βijk[Rm̃(t1, t1)]
k[Rm̃(t1, t2)]

i+1−k[R∗
m̃(t1, t2)]

i−k[Rm̃(t2, t2)]
j−i+k

(A-11)

ou ainda

αij(t1, t2) = Rm̃(t1, t2)
i∑

k=max(0,i−j)

βijk[Rm̃(t1, t1)]
k|Rm̃(t1, t2)|2(i−k)[Rm̃(t2, t2)]

j−i+k

(A-12)
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Fazendo-se uma mudança de variável do ı́ndice do somatório tal que i − k = �,

tem-se

αij(t1, t2) = Rm̃(t1, t2)

min(i,j)∑
�=0

βij� [Rm̃(t1, t1)]
i−� |Rm̃(t1, t2)|2� [Rm̃(t2, t2)]

j−�

(A-13)

onde

βij� = (i + 1)! Ci−�
i C�+1

j+1 (j)! (A-14)

A.3
Expressão alternativa para βij�

Os coeficientes, βij� em (A-14) podem ser escritos como

βij� = (i + 1)! Ci−�
i C�+1

j+1 (j)!

= (i + 1)!
i!

(i − �)! �!

(j + 1)!

(� + 1)! (j − �)!
j! (A-15)

observe que (� + 1)! = (� + 1) �! tem-se

βij� =
1√

� + 1

(i + 1)! i!

(i − �)! �!

1√
� + 1

(j + 1)! j!

(j − �)! �!
(A-16)

ou

βij� = σi� σj� (A-17)

onde

σi� =
1√

� + 1

(i + 1)! i!

(i − �)! �!
(A-18)
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A.4
Expressão alternativa para gT A� g∗

De acordo com (2-124) e (2-132) a matriz A� é definida por

A� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

β̄00� β̄01� β̄02� · · ·
β̄10� β̄11� β̄12� · · ·
β̄20� β̄21� β̄22� · · ·

...
...

...
. . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (A-19)

onde

β̄ij� =

⎧⎪⎨
⎪⎩

βij� ; min(i, j) ≥ �

0 ; min(i, j) < �

(A-20)

Considere o vetor a�, definido por

a� =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

σ̄0�

σ̄1�

σ̄2�

...

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (A-21)

onde

σ̄i� =

⎧⎪⎨
⎪⎩

σi� ; i ≥ 0

0 ; i < 0

(A-22)

com σi� dado por (A-18).

A partir das definições em (A-19), (A-20), (A-21), (A-22) e considerando-se

(A-18), mostra-se facilmente que

A� = a� aT
� (A-23)
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e conseqüentemente,

gTA� g∗ = gTa� aT
� g∗

= gTa� a∗T
� g∗

=
∣∣aT

� g
∣∣2 (A-24)
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