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A
Resultados Relacionados ao Teorema dos Momentos para
Processos Gaussianos Complexos

Teorema

Sejam z, = 1,..., N amostras de um processo estocastico z(t), gaussiano,

complexo, préprio, estacionario no sentido amplo e de média nula. Entao,

(i) para s # r, o momento conjunto

IE (2], 25 2 2 Zns 2y | (A-1)

m1Tma2

onde my, e n; sao inteiros do conjunto 1, ..., N, é igual a zero.

(ii) para s =7, 0 momento conjunto

SE€ escreve
ZW: (B[] ) (B [z z]) - (B 2]) A3)

onde 7 é uma permutacdo do conjunto de inteiros 1, ..., 7.

A demonstragdo deste Teorema pode ser encontrada em [15].

Exemplos de aplicacao deste teorema sao as relacoes

IE [|2[*"] = nl(IE [|2[*])"
IE[(2722)"] = n! (IE [2722])"
E [27252324] = IE [z 23] IE [2524] + [E [25 23] IE [2] 24]
No caso de m(t) ser um processo estocdstico gaussiano complexo, préprio,

estaciondrio no sentido amplo e de média nula, o célculo das quantidades &;(t) e

a;;(t1,t2) definidas em 2-102 e 2-107, pode ser feito considerando-se o Teorema.
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Resultados Relacionados ao Teorema dos Momentos para Processos Gaussianos ComplexP%
A.l
Determinacao de &;(t)
A partir de (2-102), temos que &;(t) é dado por
&(t) =T [m ! (m” (t) (A-4)
Pelo Teorema, tem-se obviamente

&i(t) =0 (A-5)
A.2
Determinacao de «;;(t;,t2)
A partir de (2-107), temos que «;;(t1,t2) é dado por

(b1, 1) = B [ (1) ()i ()07 (1) (A-6)

Considere o diagrama da Figura A.1, onde m; = m(t1) e mq = m(ta).

i j+1 i+1 J

\ i+1—k
T Cj‘l’l

i 3

m ms m ms
Cio ! Cup 2 Coq * Cop 2

k i+1—Fk i—k j—1+k

C1 CQ

(.

Figura A.1: Diagrama de blocos de um dispositivo nao-linear com meméria

Nesta Figura os elementos do conjunto A; U Ay U By U Bsy, correspondem ao

conjunto de varidveis aleatdrias

{3, ... Mg, W, T, i) (A-7)
~" '

v .v .
i §+1 i+1 j

O valor esperado do produto dessas varidveis aleatdrias se escreve (A-6) e
aplicando o Teorema, «;;(t1,t2) pode ser escrito como produtos de momentos de

segunda ordem das varidveis envolvidas. Para gerar as permutacdes indicadas no
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teorema, considere o conjunto C; U Cy da Figura A.1, no qual serdo colocadas

permutacdes dos elementos de A; U As,.

Para tal, considere um dado valor k, inteiro e menor que i. Suponha que
k dos i elementos de A; sejam colocadas em C;, e que o restante do conjunto
C; seja completado com i + 1 — k dos j 4+ 1 elementos de A;. Note que nesta

situacdo, os elementos de Cy estdo todos completamente especificados.

Assim, o valor esperado em (A-6) pode ser escrito em funco do produto dos
momentos de segunda ordem dos pares de varidveis aleatdrias, formados tomando-
se ordenadamente elementos de B; e C; e elementos de B; e Cy, produto este que

é dado por
[Re(te, t1)]F [Ri(tr, t2)) 7[R (b1, 82)] ™ [Rin (o, ) FF (A-8)

Note que o niimero de configuracdes nas quais o conjunto C; tem k elementos

mj e i+ 1 — k elementos m? é dado por
cF itk (A-9)

Considerando-se as (i + 1)! permuta¢des dos pares de varidveis aleatdrias
formados por elementos de 3; e C; e as (j)! permutacdes dos pares de varidveis
aleatdrias formados B, e Cy, tem-se que o nimero total 3, de configuragdes onde

o produto dos momentos de segunda ordem desses pares se escreve como

B = (i + 1)L CF CHE ()1 (A-10)

Observando-se da Figura A.1 que se ¢ < j, k toma valores entre 0 e i e se

1 > j, k toma valores entre i — j e 7, obtém-se finalmente

ailtite) = D Bigp[Ra(ty, 1)) [Re (b1, 82)) ™ T (R, (1, 1)) R (b, 1)

k=max(0,i—j)

(A-11)

ou ainda

a;(t,t2) = R (th, t2) Z Biji[ R (t1, tl)]k|Rm(t1, tz)‘Q(i_k) (R (t2, tz)]j_Hk

k=max(0,i—j)

(A-12)
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Fazendo-se uma mudanca de varidvel do indice do somatério tal que : — k = /,

tem-se
min(z,5) .
ij(t1,t2) = Ran(t1, 1) Z Bije [Ra(t, 1)) [Ria(tr, t2) [ [Rin(ta, t2))
(A-13)
onde
Bije = (i+ D1 CI" O (9)! (A-14)
A3
Expressao alternativa para (3,
Os coeficientes, (3, em (A-14) podem ser escritos como
Bie = (i+ DG iy ()
, i (7+1)! ,
== 1)! ! A-1
R RSV R E IR (A-15)
observe que ({ +1)! = (£ + 1) ¢! tem-se
1 @G+ 1 G+
ije = . . A-16
Bist Vi1 (=010 i+l (=00 (A-16)
ou
Bije = 0ie 0 (A-17)
onde
1 + 1)1 4!
(t+ 1) (A-18)

E /s ER T
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A4
Expressdo alternativa para gT A, g*

De acordo com (2-124) e (2-132) a matriz A, é definida por

/BOOK BO].K BOZK
Bioe Pie Piae

A, = _ — _
! Baoe Pare Paoe

onde

Bijf =

0 ; min(i,j) </

Considere o vetor a,, definido por

0o
O1¢
A = _
O
onde
(OF7 ZZ 0
Oy =
0 ; 2<0

com o;, dado por (A-18).

(A-19)

(A-20)

(A-21)

(A-22)

A partir das defini¢des em (A-19), (A-20), (A-21), (A-22) e considerando-se

(A-18), mostra-se facilmente que

T
Ag =ay

(A-23)
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e conseqlentemente,

g"Aig" = glaja/g

= [afg| (A-24)
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