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4
Shifts Séficos

Suponha que as arestas de um grafo sejam denominadas por simbolos
de um alfabeto finito A, onde duas ou mais arestas podem ter a mesma
denominacao. Cada trajetoria bi-infinita no grafo nos fornece um ponto na
seqiiéncia completa A%, que armazena as denominacoes de suas arestas. O
conjunto de todos esses pontos é chamado de shift sdfico. Neste capitulo, ve-
remos que a classe dos shifts soficos é uma colecao dos espacos de seqiiéncias
que contém todos os shifts de tipo finito. De fato, o termo sdfico, proposto por

Weiss, é derivado da palavra hebraica "finito".

4.1
Apresentacdes de Shifts Séficos

Shifts soficos sao definidos usando grafos cujas arestas sao denominadas
usando os simbolos de um alfabeto finito e diversas dessas arestas podem

receber a mesma denominagao.

Defini¢ao 4.1 (Grafo com denominagoes) Um grafo com denominagoes
G é um par (G, D), onde G é um grafo com conjunto de arestasE e D : & — A
é uma fungao que atribui a cada aresta e de G uma denomina¢ao D(e) do
alfabeto finito A. A transformacao D é a etiqueta de G. Dizemos que G € o
grafo subjacente de G é G.

Um grafo com denominacgoes € irredutivel se o seu grafo subjacente é

irredutivel.

A figura 4.1 ilustra dois tipicos grafos com denominacoes.

Um grafo G é convenientemente descrito por sua matriz de adjacéncia
Ag. Um grafo com denominagoes G serd descrito, de forma analoga, por uma
matriz simbolica de adjacéncia Ag. A (I, .J)-ésima entrada da matriz simbdlica
adjacente Ag contém a soma formal das denominagoes de todas as arestas que
tém posicao inicial em um vértice I e posicao final em um vértice .J, ou um

caracter zero se nao existirem tais arestas.
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Figura 4.1: Grafos com denominagoes

Por exemplo, se G é o grafo com denominagoes da figura 4.1 item (a) e
H & o grafo com denominagoes do item (b), entao suas respectivas matrizes

simbolicas adjacentes Ag e Ay sao representadas por

; a c¢ b
Ag = “ ] e Ay=10 0 a+0d
b a

a ¢ 0

Veremos que existe uma analogia entre homomorfismos de grafos e os
homomorfismos de grafos com denominagoes, onde as denominacgoes de um

grafo G sao preservadas.

Definicao 4.2 Sejam G = (G,Dg) ¢ H = (H,Dy) grafos com denomi-
nag¢oes. Um homomorfismo de grafos com denominacoes de G em H é um
homomorfismo de grafos (0¢,¢) : G — H, tal que Dy(¢(e)) = Dgle) para
toda aresta e € Eg. Neste caso, escrevemos (09, ) : G — H.

Se G = (G, D) é um grafo com denominacoes, entdo a etiqueta D pode
ser usada para denominar caminhos e trajetérias bi-infinitas em um grafo
subjacente G. Definiremos a denomina¢ao de um caminho m = ejey... e, em
um grafo G por

D(m) = D(e1)D(ez) ... D(ey),

onde D(7) é um n-bloco sobre um alfabeto finito A. Para cada caminho vazio
Er em G, definiremos D(&;) = &, isto é, o bloco vazio sobre o alfabeto finito
A.

Se £ =...e_1epe1 ... € uma trajetoria bi-infinita em um grafo G, tal que

& é um ponto do shift de arestas X, definiremos a denominacao da trajetoria
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€ por
Doo(€) = ... D(e_1)D(eg)D(ey) ... € A~

O conjunto de denominacoes de todas as trajetorias bi-infinitas de G, é

denotado por

Xg ={re A% : 2 =Dy(§), paraalgum € Xg} =

={Du(§) : £ € X} = Doo(Xa)
Assim, temos que Xg é um subconjunto do conjunto das A-seqiiéncias com-

pletas.

Exemplo 17 Se G ¢ o grafo da figura 4.1 item (a), entao Xg é a {a,b}-

seqiiéncia completa

Defini¢ao 4.3 (Shift sé6fico) Um subconjunto X de um espaco de seqiiéncias
completas é um shift séfico se X = Xg para algum grafo com denominacoes
g.

Uma apresentacao de um shift sofico X é um grafo com denominagoes G
para o qual Xg = X.

A aplicagao shift em Xg € denotada por og.

E importante observar um shift sofico pode ter apresentacoes diferentes.

A seguir veremos um exemplo que ilustra tais diferencas.

Exemplo 18 A Figura 4.2 mostra quatro apresentacoes diferentes de uma 2-

sequiéncia completa.

1
1
(@) (b)

(d)

Figura 4.2: Diferentes apresentacoes de um shift sofico
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Definicao 4.4

— Se X € um shift sdfico apresentado por G = (G,D) e o é um bloco
na linguagem L(X), dizemos que um caminho © no grafo G é uma
apresentagao de v, se D(m) = 1.

- Se x € Xg, dizemos que uma trajetoria bi-infinita & em Xg é uma

apresentagao de x se D(§) = x.

A definicao de shift sdfico nao requer que tal shift seja um espaco de

seqiiéncias. No entanto, o seguinte teorema nos garante tal afirmacao.

Teorema 4.5 Shifts sificos sao espacos de seqiiéncias

Prova: Sejam X um shift sofico sobre o alfabeto finito A e G = (G, D)
uma apresentacao de X. A transformacao D: &€ — A nos dia o 1-codigo
Dy: X¢ — Xg. Pelo Teorema 2.22, temos que a imagem X = D (Xg) é

um espaco de seqiiéncias e assim obtemos o resultado desejado. O

O seguinte resultado, nos mostrara que shifts de tipo finito sao séficos.

Teorema 4.6 Todo shift de tipo finito € sdfico.

Prova: Seja X um shift de tipo finito. Pela Proposicao 3.4, temos que existe
M > 0 tal que X tem memoria M. Na prova do Teorema 3.17 construimos um
grafo G, para obtermos XM+ = X. Lembremos que os vértices do grafo G
sao os M-blocos permitidos em X e que existe uma aresta e que liga o vértice

I =ajay...ay ao vértice J = biby...bys se, e somente se,
0203...GM:b1b2...bM_1 e al...aMbM:albl...bM

estdo em L(X). Neste caso, nomearemos a aresta e por ajas...apby e
representaremos sua denominag¢ao por D(e) = ay. Isto nos rende um grafo com
denominacao G = (G, D). Mostraremos a seguir que ele é uma apresentacao
de X.

Seja Bary1 : X — XM+ = X, uma transformacio de M + 1-blocos com

sobreposicao vista na Secao 2.5.1, definida por

5M+1(33)[i] = Lii+-M]-

Se a denominacao D(z};;4a) = i, temos que dado z = (z;) € X, se verifica,
pela definigao da etiqueta, Dy (Bpr41(x)) = (2;), provando assim que X C Xg.
Reciprocamente, de acordo com a Definicao 2.9 temos que todo ponto

£ € Xg = XMH tem a forma & = Bayi(x), para algum = € X tal que
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Do(é) = Doo(fuy1(x)) = x € X. Portanto, Xg = D(Xg) C X. Assim,

concluimos que X = X e provamos o resultado desejado. O

A seguir, veremos duas defini¢des que serao importantes no Capitulo 5.

Definicao 4.7

— Um grafo G = (G, D) € injetor a direita, se para cada vértice I de G, as
arestas que se iniciam em I recebem diferentes demominagoes.
— Seja X um shift sdfico sobre um alfabeto finito A. Uma apresentacao

injetora a direita de um shift sdfico € um grafo com denominacaoes injetor

a direita.
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