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5
Entropia

Neste capitulo, introduziremos a entropia e desenvolveremos suas pro-
priedades basicas. Em seguida, descreveremos a teoria de Perron-Frobenius de
matrizes nao-negativas. Finalmente, usando essa teoria, calcularemos a entro-
pia de shifts de tipo finito irredutiveis. Veremos que a entropia é dada pelo

logaritmo do maior autovalor da matriz adjacente do shift.

5.1
Definiciao e Propriedades Basicas

Inicialmente, iremos rever algumas notagoes e conceitos de Algebra

Linear. O polinémio caracteristico de uma matriz quadrada A é definido por
Xa(t) = det(t1d — A),

onde Id é a matriz identidade. Os autovalores de A sao as raizes do polinémio
X4(t). Um autovetor de A correspondente ao autovalor A é um vetor nao nulo,
tal que Av = A\w.

Uma matriz A é positiva se cada uma de suas entradas é positiva
(estritamente maior do que 0), nesse caso escrevemos A > 0. De maneira
semelhante, dizemos que A é nao negativa se cada uma de suas entradas é nao

negativa. Neste caso escreveremos A > 0.

Defini¢ao 5.1 (Entropia) Seja X um espago de seqiiéncias. A entropia de
X € definida por
1

n—+oo n

onde |B,,(X)| € o nimero de n-blocos que aparecem em pontos de X (ver a
Definigao 2.5).

A seguinte proposicao implica que a entropia de um espaco de seqiiéncias esta

bem definida e é finita.

Proposicao 5.2 Seja X um espaco de seqiiéncias, entao

1 o1
lim -~ log|Bn(X)| = inf - log|B, (X)].

n—-+oaon,
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Adiaremos a prova desta proposicao e antes calcularemos, na préxima

secao, a entropia em alguns exemplos.

5.1.1
Exemplos

Exemplo 19 Seja X = X[, a r-seqiiéncia completa. A entropia de X €log(r).

Prova: A r-seqiiéncia completa é a seqiiéncia completa sobre o alfabeto
A = {0,1,...,7 — 1}. Entao, |%B,(X)| é o nimero de n-blocos de tamanho
r que aparecem em pontos de X, isto é,
1B, (X)|=r-r---r=1r"
——

n vezes

Logo, a entropia de X é dada por :

1 1 1
h(X) = lim = log|B,(X)| = lim = log(r)" = lim —nlog(r) =

n—+oon n—+oon n—+ocn

= lim log(r) = log(r).

n—-+0o

Provamos assim a afirmacao. a

Exemplo 20 Considere o alfabeto A = {0, 1}, o grafo G cuja matriz adjacente

11
A=
10
e o shift vértice X = )/(\'G.
Considere o bloco B = {11} e observe que X = Xy (note que P

representa o bloco proibido). Observe também que X € o shift de ouro.

e

Figura 5.1: Grafo do shift de ouro
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A entropia de X €

h(X) = log (1 *f) |
1+/5

onde —552 € 0 maior autovalor de A.

Observacao 5.3 Para n > 2, existe uma correspondéncia injetiva entre

B, (X) =B,(Xs) e B, 1(Xe).

De fato, como X = Xg, temos que o shift de vértices )?G € dado sobre o

alfabeto A = {0,1}. Logo, sua linguagem L = U %n()?g) ¢ dada por

n=2

{00,01,10, - - }.

Por outro lado, o shift de arestas X € dado sobre o alfabeto A = {00,01,10}

e sua linguagem L = U B, 1(X¢q) € dada por

n=2

{00,01,10, - -- .

Assim, concluimos a observacao e iremos a seguir provar o exemplo 20.

Prova: Lembre que, pela Observacao 5.3, para todo n > 2 existe uma cor-
respondéncia injetiva entre B, (X) = B,(X¢) e B, 1(Xg). Assim, aplicando

a Proposicao 3.14, temos que

2

%8, (Xe)| = (4™

=1

Calcularemos as entradas (A™);; de A™ diagonalizando a matriz A. Os

autovalores de A sao as raizes do polind6mio caracteristico

t—1

—1
XA(t):det[ . ]:tQ—t—l,

dados por:

Dois autovetores correspondentes sao por:

ot
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Consideramos agora as matrizes
A 11 -
p=|" "]  pr=_ .
11 Vh| -1 A

PlAP=

Entao

0w

portanto

PlAMP:(PlAP)m:[A 0].
0 um

Assim, temos que

A0
A" =P Pt
0 pm
Usando o fato de que Ay = det A = —1 e multiplicando as matrizes acima,
obtemos
m 1 )\’erl _ Mm+1 A\ Mm fm—l—l fm
AT = —= -1 1| T ;
\/5 AT — /Lm AT — Mm fm fmfl
onde m m
poo Qo 1 1+v5)  [1-V5
" V5 V5 2 2 '
Observamos que
fm+1 + fm - fm+2- (5—1)
Para ver isto, analisaremos o seguinte fato.
Como A\ = 1+2‘/5, temos que A\? = )\ + 1. Multiplicando a igualdade por /\_\/7%’
chegaremos ao seguinte resultado.
)\m+2 )\m—l—l )\m

VG

1=V6
2

processo usado na equacao 5-2, obtemos
N Vi I )
VRV

Subtraindo a equacao 5-2 da equacao 5-3, temos

Analogamente, como pu = , temos que p? = p + 1. Fazendo o mesmo

(5-3)

()\m+2 _ lum—l—Q) _ ()\m—l—l _ lum—l—l) N ()\m _ Mm) .

V5 V5 V5

. 7 . 7 . J
N~ v~ '

42 fm+1 fm

Assim, acabamos de mostrar que equacao 5-1 é valida.
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Usando a férmula para o nimero de m-blocos, obtemos

2

|%m(XG)| = Z(Am)IJ = fm-l—l +fm+ S+ e =

=1

= fm+2 + fmi1 = frss.

Tal resultado é obtido através do seguinte calculo,

f + f _ ()\m+2_ﬂm+2) ()\m+1_um+l) _ /\m+1(/\+1)_ﬂm+l(li+1) _
m+2 mtl V5 V5 V5
Am+1()\2)_um+l(u2) )\m+3_um+3
- 5 = 75 = fm+s-

Logo, usando a correspondéncia injetiva entre 8, (X) = B,(X¢) e Bn_1(Xe),

obtemos

B, (X)| = [B(Xa)| = [Bu 1(Xe)| = faro = —= (X2 = "),

Sl

Assim a entropia de X é dada por

1 1
h(X) = lim — log|B,(X)| = lim —log[

n—+oo n n—+oo n

(Am+2 Mn+2):| —

Sl

~ lim 2 {log — 2) Tog A +1og (1 "2\ ] =
= lim — ogﬁ+(n+)og tlog|1-Tg || =

n—-+00

2
= lim <1+—> log A = log A
n

Concluimos assim o calculo da entropia. O

5.1.2
Prova da Proposicdo 5.2

Ja Definimos a entropia h(X) de um espaco de seqiiéncias como o limite
L 1log |B,,(X)|. Mostraremos que este limite sempre existe. O passo essencial ¢

o seguinte lema:

Lema 5.4 Sejam (ag)r uma seqiéncia de nimeros nao negativos tal que

min < Qm + a, para todo m,n > 1.
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Entao,
. (7% . (€79
lim — = inf — = a.
n—+o0o 1 n>1l n

Em particular, o limite € finito.

Assumindo o lema, provaremos a proposicao. Fixados um par de niimeros

naturais m,n > 1, temos que se verifica
B (X)| <[ B (X)] - [B (X))
Aplicando-se o logaritmo na desigualdade acima, obtemos:
log B0 (X) < log*B,,(X) + log Bin(X).

Portanto, a seqiiéncia a, = logB, verifica as hipoteses do Lema 5.4. A

proposicao é agora conseqiiéncia imediata do lema.

a
Prova do Lema: Por definicao, temos que — > «, para todo n > 1. Seja
n

€ > 0. O nosso objetivo é mostrar que para n suficientemente grande,

Qn, €
— < —. 5-4
—<atg (5-4)

, . . . Qn, .
Como « é a maior das cotas inferiores de {—} , existe £ € N tal que
n Jn>1

<% 0
(8] —_— (6% —.
3 1

Por hipotese, para 0 < 7 < k e m > 1, se verifica

Amktj o Amk aj amk+ a;
mk+7 - mk+7 mk+j " mk mk+7j

Como, por hipétese, a; < ja; € app < may e pois 0 < % < 1, temos

a ; a ay a ai
m k+j <m k+ <_k+_<a+
m

. 5+a1
mk+j = mk I mk+j = k '

4 m

Assim obtemos a equagao (5-4) quando n é da forma mk + j e m é grande.

Consideramos k fixo (como acima) e observamos que

(%) = (U)o u(U () -

n>1 m>1 m>1
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a .
Como, pela primeira parte da prova, para 0 < j < k temos que Zikf —
m J

a
obtemos — — a. O
n

No capitulo 1 vimos que um espaco de seqiiéncias Y é um fator do espaco

de seqiiéncias X, se existe um codigo ¢ de X em Y.

Proposicao 5.5 Se Y é um fator de X, entao h(Y) < h(X).

Prova: Seja ¢ : X — Y um coédigo de X em Y. Entao, por definicao
¢ = D™ para uma aplicacio bloco ® e inteiros m, n. Como ¢ é sobrejetora,
todo bloco em %B,(Y") é a imagem por ® de um bloco em B, ;14 (X). Assim,

temos que

B (V)] < [Brgmr(X)]

Como pela proposi¢ao 5.2 os limites de + log|B,,(X)| e £ log|Bymix(X)]

existem, se verifica

1 1
lim — 10g|%n(X)| < lim — 10g|%n+m+k(X)| =

n—+oon n—+oon
n+m+k 1
= 1l log |B X
ni?OO( n )n—l—m—l—k Og| n+m+k( )|

Obtendo assim que A(Y) < h(X) e finalmente alcangando o resultado desejado.
O

Uma conseqiiéncia da proposi¢ao anterior ¢ a seguinte:

Proposicao 5.6 Seja G = (G,D) um grafo com denominagoes injetor a
direita. Entao, h(Xg) = h(Xg).

Prova: Seja § = (G,D) um grafo com denominagoes injetor a direita.
Conforme visto na Se¢ao 1 do Capitulo 3, temos que D, é um 1-coédigo de X
em Xg. Sendo assim, pela proposi¢do anterior obtemos que h(Xg) < h(Xg).
Suponhamos que G tenha k denominagoes. Entao, qualquer bloco em 9B,,(Xg)

tem no maximo k representacoes pois G é injetor a direita. Portanto,
1

Aplicando logaritmo, dividindo a equacao por n e fazendo n — oo, obteremos
h(Xg) > h(Xg) ([

Examinaremos a seguir a taxa de crescimento do nimero de pontos

periodicos em um espaco de seqiiéncias. Dado um espaco de seqiiéncias X,
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denotamos por p,(X) o cardinal do sub-conjunto P,(X) de X de pontos de
periodo n.
A proposicao a seguir relacionada a entropia de um grafo e o crescimento

do ntmero de pontos periddicos de X.

Proposicao 5.7 Se X € um espaco de seqiiéncias, entao

1
lim sup — log p, (X)) < h(X).

n—+4oo T

Notacao: P,(X) é o conjunto de pontos de periodo n

Prova: Consideramos o conjunto P,(X) de pontos de periodo n de X.
Observamos que a cada ponto perioédico xg de periodo n podemos lhe associar
pontos xy,...,T,_1,T, = xg tais que para todo 7 existe uma aresta do grafo
ligando z; e ;. Considerando a familia de pontos zg, z1, ..., 2y_1, obtemos um
ponto em B,,(X). Obviamente, a principio, podem existir pontos periddicos
aos quais é possivel associar varios blocos, em tal caso escolhemos um deles.

Obtemos assim uma aplicagao de p,(X) — B,(X). Esta aplicagao é
injetora por construcdo. Portanto, p,(X) < [B,(X)| e

1 1
- logpn(X) < - log |%n(X)|
n n
Agora, considerando o limite superior quando n — oo obtemos

1 1 1
limsup —logp,(X) < limsup —log|B,(X)| = lim —log|B,(X)| = h(X),

n—oo n—oe

onde as igualdades seguem da Proposicao 5.2. O

5.2
Teoria de Perron-Frobenius

Seja G um grafo com matriz adjacente A,.,. J& vimos na secdo 2 do

capitulo 2 que o nimero de n-blocos em um shift de arestas X é dado por

1B (Xa)| = Y (A",

J=1

onde (A™);; é a seqiiencia de arestas e; de G com 1 <i<n — 1.

Para calcularmos a entropia do shift de arestas X, precisaremos en-
contrar a taxa de crescimento das entradas (A™);; da matriz A". A teoria
de Perron-Frobenius é precisamente a ferramenta que nos permitira fazer isso

quando G for um grafo irredutivel. Também mostrara que a taxa de cresci-
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mento das entradas (A");; estd controlada pelo maior autovalor da matriz
A.

Seja A = (ary) uma matriz quadrada r X r ndo-negativa, isto é, a;; > 0
para todo 1 < I,J < r. Suponha que A nao seja a matriz nula. Suponhamos

agora, que A tenha um autovetor v da forma
v=(v1,v9,...,0;), vy >0.

Em tal caso, dizemos que v é um autovetor positivo.
Considere agora o autovalor A associado ao autovetor positivo v. Como
a matriz é positiva e o autovetor é positivo, o autovalor A é necessariamente

nao nulo. Aplicando A em Av = A v, obtemos
A2y =XAv = \v.
Indutivamente,
Ao = N"v,
para todo n > 1. Portanto, para todo I temos:

T

Z(An)[J'UJ = )\n’l)[.

J=1
De fato, usando o processo de inducgao sobre n, temos que para n = 1 o
resultado é 6bvio. Suponhamos o resultado vélido para n = k. Mostraremos a

seguir, que para n = k + 1 o resultado também ¢é valido.

Z (Ak+1)]JUJ = Z (AkA)]JUJ.
J=1 J=1
Sejam
bll le bln
: all « .. al,_] « .. aln
' a21 « .. a2,_] « .. a2n
Ab =B = b1 bro brn e A=
a/nl « .. aTLJ « .. aTLTL
| bnl an bnn |
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Logo,
BA = (Blm AmJ) Vg = Z B Z Apgvy =
J=1 m=1 J=1 m=1
= B]m)\’l)J—)\ZB]m’UJ—)\ZAk’UJ:
J=1 J=1 J=1

=\ ()\k) vr = )\k+1 vr.

Assim, mostramos que o processo de inducao sobre n é valido.

Sejam ¢ = min{vy, v, -+ ,v,} > 0 e d = max{vy, vy, ---,v,} > 0. Entao,

CZ(ATL)[J S Z(An)]JUJ = )\n’U] S d)\n
J=1 J=1

Dividindo a desigualdade acima por ¢ e somando sobre I, obtemos:

T

" d d
Z (A" < Zg)\" = %)\" =dy \"; onde dy =
I=1

I,J=1

rd
Cc

> 0.

Por outro lado, note que para cada I,

T

NS AN = (AM)yuy <dY (A" <d Y (AY)
J=1

J=1

c
Tomando ¢y = p > 0 e dividindo a equacao acima por d obtemos:

T
Co )\n S Z (An)]J.
1,J=1
Logo das equagoes acima, concluimos que:
T
QA" < D (A" < do A
I,J=1
A discussao acima pode ser resumida na seguinte proposicao:
Proposicao 5.8 Seja A # 0 uma matriz nao-negativa com um autovetor

positivo v. Entao o autovalor A associado a v € estritamente positivo e existem

constantes estritamente positivas ¢y e dy tais que:

Co A" S Z (An)]J S d(] A

I,J=1
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Os argumentos acima nos levam ao seguinte fato:

Corolario 5.9 Sejam G um grafo cuja matriz adjacente € A e A um autovalor

de A associado a um autovetor positivo v. Entao
h(Xg) = log \.

Esse corolario nos garante que dado um shift de arestas X associado a uma
matriz positiva A com autovetor positivo v, sua entropia serd o logaritmo do

autovalor associado ao autovetor v.

Prova: Em primeiro lugar, observamos que a matriz de adjacéncia de G é

positiva. Portanto, podemos aplicar a Proposicao 5.8 e obtermos que

Co A" S Z (An)[J S d(] A

I,J=1

Ja vimos na Secao 2 do Capitulo 2 que

Logo,
Co A" S |%n(XG)| S do A"

Aplicando logaritmo na ultima desigualdade obtemos:
logco +n log A <log|B,(X¢g)| < logdy+ n log A.

Agora multiplicaremos por % e obteremos:

log ¢ log dy

1
+log A < — log |%B,,(X¢)| < +log A
n

n

Finalmente, considerando limites quando n — oo, temos que

1
logA < lim —log|B,(Xg)| < log A
@_)—l_oon J

h(Xg)

Portanto, h(X¢) = log A, concluindo a prova do corolario. O

A suposicao de que a matriz A possui autovetor positivo implica em duas

conseqiiéncias adicionais.

Lema 5.10 Seja A uma matriz quadrada positiva.
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~ Todos 0s autovalores nao nulos associados a autovetores positivos de A
$a0 1guais.
— Se A € um autovalor nao nulo associado a um autovetor positivo entao

A > |u| para todo autovalor de A.

Prova: Para ver a primeira parte, suponha que u é um autovetor positivo
de A e que 6 seja seu autovalor. Entao # = A. Isto é, todos os autovalores
associados a autovetores positivos sao iguais. Para ver isto é suficiente aplicar os
argumentos acima ao autovetor u e ao autovalor 6, obtendo que h(Xg) = log6,
o que implica que 6 = A.

O autovalor associado A é positivo. Defina dy = % > 0, onde r > 0,
¢ = minf{vy, v, -+ ,u,} > 0 e d = max{vy,ve, -+ ,v,} > 0. Suponha que p é
um autovalor de A e w é um autovetor associado ao autovalor . Observe
que u e 7ﬂ)\ podem envolver nimeros complexos. Defina a norma de w por
|w| = Z |wy|. Para n > 1, temos que A" w = u" w. Temos a desigualdade

o I=1
seguinte:

" Jw]] = [lp" w]| = [[A" w]| =

=D (Agws [+ D (Aws | <
J=1 J=1
<Y (A" Jwr |+ ) (A")g |ws| <
=1 =

< (ax Tws 1) 32 (A" < il do 3

I,J=1

Portanto, como ||w|| # 0 temos que
1
|l < (do)™ A

Considerando o limite quando n — oo obtemos || < A. Portanto, A é o maior

autovalor de A. O

Definicao 5.11 (Matriz irredutivel) Dizemos que uma matriz A nao-
negativa € irredutivel se para cada par ordenado de indices I,.J existe algum
n > 0 tal que A7 ; > 0. Uma matriz A nao-negativa é essencial, se nenhuma

de suas linhas ou colunas € nula.
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A teoria de Perron-Frobenius mostrara que uma matriz irredutivel sem-

pre tera um autovetor positivo.

Teorema 5.12 (Perron-Frobenius) Seja A # 0 uma matriz irredutivel.
Entao A possui um autovalor Ay > 0 tal que |p| < Mg para qualquer outro

autovalor 1 de A.

Para uma matriz irredutivel A, chamaremos A4 de autovalor de Perron
de A e aos autovetores v, associados a A4 de de autovetores de Perron de A.

De fato, o Teorema de Perron-Frobenius tem um enunciado um pouco
mais geral que o enunciado por nds: o autovalor de Perron Ay > 0 é
geometricamente e algebricamente simples. Lembramos que um autovalor A
de A é geometricamente simples, se o seu autoespaco correspondente tem
dimensao 1 e dizemos que A é algebricamente simples se for raiz simples do
polindmio caracteristico de A.

Usaremos na demonstracao do Teorema 5.12 dois lemas que serao enun-
ciados a seguir e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Pelo Lema 5.10, é
suficiente provar que a matriz A possui um autovetor v, positivo, entao o

autovalor A4 associado a v4 verificard o teorema.

Lema 5.13 Se A ¢ uma matriz quadrada nao-negativa cuja i-ésima coluna €

nula. Entao todas as poténcias de A tém a i-ésima coluna nula.

Prova: Sejam C' = (¢;;) e B = (b;;) duas matrizes quadradas n x n cuja
k-ésima coluna é nula, isto é, ¢, = b;, = 0, para todo j = 1,...,n. Temos que
CB=F= (fij)a onde

Como esta igualdade vale para todo 7, a k-ésima coluna de F' é nula.
Por inducao, veremos que o resultado desejado é valido. Para n = 2,

fazemos B = A e C' = A e, pelo comentério acima, temos
A*=BC=0.

Suponhamos o resultado vélido para n = k. Mostraremos que para

n =k + 1 o resultado também é vélido. Observe que,

D =AM = 4. AF,
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Fazendo B = A¥ e C' = A temos que
At = A A=BC=0.

Concluindo assim a demonstracao do Lema. a

Lema 5.14 Dada uma matriz A = (a;j) irredutivel m x m considere um vetor
v = (v1,V2,- V) tal que v; >0 e > v; > 0. Entao, Av # 0.

Prova: Escrevemos Av = w e escolhemos v; > 0 (tal v; existe por hipotese).
Como todas as entradas da matriz A sao nao-negativas e v é um vetor positivo,

temos que, para todo k=1,...,m,
Wk 2 ag; v; 2 0.

Suponhamos, por absurdo, que Av = 0. Entao w;, = 0 para todo k e portanto,
ay; = 0 para todo k. Assim a i-ésima coluna A deve ser nula.

Pelo Lema 5.13 segue que todas as poténcias de A tem i-ésima coluna
nula, o que é um absurdo, pois A é irredutivel. Assim, concluimos que Av # 0

e obtemos o resultado desejado. O

Teorema 5.15 (Ponto fixo de Brouwer, (Gre)) Seja
A={zeR"; x>0, inzl}.
Entao, qualquer aplicagcao continua f: A — A tem um ponto fizo.
Com estes resultados podemos agora demonstrar nossa versao do Teo-

rema de Perron-Frobenius (Teorema 5.12).

Prova do Teorema: [Perron-Frobenius] Sejam A uma matriz irredutivel.
Pelo Lema 5.10, é suficiente provar que A possui um autovetor positivo.

Consideremos o seguinte conjunto,
A={zeR"; x>0, Zzizl}.

Dado um vetor v = (v, V9, -+ ,Um), v; > 0 e > v; > 0, segue pelo Lema 5.14

que Av # 0. Como A é nao negativa e v é positivo isto implica que

m

Z(A U)i > 0.

i=1
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Isto nos permite Considerar a seguinte aplicagao continua:

d: A — A

Awv
v b =

2 (Av)i’

Como ® é continua, pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer existe w € A tal

que ®(w) = w. Assim, obtemos

Aw
S (Aw);

Fazendo A = Y (Aw); > 0, temos que

w.

Aw = w: onde \>0.

Assim, obtemos um autovetor positivo w. Pelo Lema 5.10, o autovalor \

associado a w verifica a conclusdes do Teorema de Perron-Frobenius. O

5.3
Calculo da Entropia

Seja X um shift de tipo finito, entao existem um grafo G e uma matriz
de adjacéncia A associada ao grafo tal que o shift X é conjugado ao shift de
arestas de G, X5, com matriz adjacente A. Usaremos este fato para provar que
h(X) = log A4, onde A4 é 0 maior autovalor da matriz A, veja o Teorema 5.16.
Calcularemos também a entropia de um shift séfico irredutivel e veremos que
a taxa de crescimento dos pontos periddicos do shift é igual a sua entropia.

Ver os Exemplos 21 e 22.

Teorema 5.16 Considere X um shift de tipo finito e um grafo G cuja matriz

de adjacéncia é A.

1. Suponha que X = X e que G € um grafo irredutivel, entio h(Xg) =

log A s, onde Ay o maior autovalor da matriz A.

2. Se X € um shift de tipo finito irredutivel com memoria M e G € um
grafo essencial tal que XM+ = X4, entdo h(X) = log AM(gy» onde Aa 0

maior autovalor da matriz A.

Prova: Para provar o primeiro item observe que, por defini¢cao, a matriz de
adjacéncia A do grafo G é irredutivel. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, a

matriz A possui um autovalor positivo maximo A 4. Assim, como G é um grafo
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cuja matriz adjacente é A com maior autovalor A4, pelo Corolario 5.9 segue
que:
h(X) = h(Xa) = A

Para provar a segunda parte observe que, por hipotese, temos que X tem
memoéria M e X = X, logo pelo Teorema 3.17, X = X = XM+ Portanto,
a entropia de X é dada por:

h(X) = h(XPH) = h(Xe)

Mas X é irredutivel, logo A também o é. Aplicando o primeiro item do teorema

concluimos que

h(X) = h(X™MY) = h(X6) = Aaga).
A prova do teorema esta concluida. O

Exemplo 21 Seja A = {0,1}, P = {111} e X = Xp. Entao X € um shift
completo de dois simbolos. Observamos que nao existem em X seqiiencias com
trés 1°s consecutivos, portanto X tem memoria dois. Por outro lado, o grafo

G com XP = X tem posicoes 00,01,10 e 11 e sua matriz adjacente é

1100
001 1
A=
1100
0010
Observe que
1100 1100 1111
p_|00 1 001 1| |[1110
1100 1100 |1111
0010 0010 1100
e que
1111 1100 292 21
G|t rLo 0011 |2211
1111 1100 |2221]}’
1100 0010 1111

portanto, a matriz A € irredutivel. Assim, podemos aplicar o Teorema 5.16.
Assim, h(X) =logAa. Onde Xs(t) = t* — 13 — t2 — ¢, cujas raizes sao t = 0,
t~ —0.41964 + 0.60629: e t ~ 1.83929. Portanto

h(X) =~ log1.83929 ~ 0.87915.
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Teorema 5.17 Sejam X um shift sdfico irredutivel, G = (G, D) uma apresen-
tacao injetora a direita de X e G um grafo irredutivel. Entao h(X) = log Ay(q).

Prova: Pela Proposigao 5.6, temos que h(X) = h(Xg) = h(Xg). Como G
é irredutivel, podemos aplicar o teorema anterior, obtendo h(X) = h(Xg) =

lOg )\A(G)- O

Exemplo 22 Seja X um espaco de seqiiéncias. A figura abaizo nos mostra
uma apresentacao injetora a direita irredutivel de X. A matriz adjacente do

grafo subjacente é dada por

—_ = = O
o o O =
o O = O
o = O O

Entao, X,(t) =t' — 12 —t — 1, cujo a maior raiz é My ~ 1.46557. Sendo
assim, h(X) =log As ~ 0.55146.

Figura 5.2: Injetor a direita

Teorema 5.18 Sejam X um shift sdfico irredutivel e p,(X) o cardinal do

espaco de seqiiéncias X de pontos de periodo n. FEntao:

1
lim sup — log p,, (X) = h(X).

n—+oc N

Prova: Pela Proposicao 5.7 a desigualdade

1
lim sup — log p,(X) < h(X)

n—-+00
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é valida para qualquer espaco de seqiiéncias X. Portanto, para provarmos o
teorema é suficiente ver que a desigualdade em sentido inverso também é valida.

Em primeiro lugar, analisaremos o caso em que X é um shift irredutivel
de tipo finito. Neste caso, existe um grafo G irredutivel tal que X = Xg.
Obviamente, p,(X) = pp(X¢g) e h(X) = h(Xg).

A irredutibilidade de G implica na existéncia de um nimero natural
N > 0 tal que para todo par I,.J de vértices de G, existe um caminho de [
a J de tamanho menor ou igual a N. Assim, se 7 € 9B,(Xg), entdo existe
um caminho 7 de tamanho menor ou igual a N de ¢(7) (a posi¢ao final de )
para i(m) (a posi¢do inicial de 7). Logo, 77 é um ciclo e (7 7)* tem periodo
n+ |7, que esté entre n e n+ N. Dessa maneira, cada bloco em 9B, (X¢) gera
um ponto em Xg, cujo o periodo estd entre n e n + N. Obviamente, blocos

diferentes geram diferentes pontos periddicos. Portanto,

B (X6)| < pu(Xa) + Pt (Xa) + - + Posn(Xa).
Para cada n, existe k(n) € [0, N] tal que
Prtkm)(Xa) > pnti(Xg), para todo i € [0, N].
Portanto,

B (Xa)| < (N +1) poiim) (Xa)-

Assim, pela definicao de entropia,

MX) = h(Xa) = lim = log|B,(Xa)| <

n—+oon,

1 1
<limsup |—log (N +1) + " 1og prtk(m)(Xa) | <

n—+oc [T o

1
< lim sup — log p,, (X¢).
m——+oo 11
Provamos assim o resultado para shifts irredutiveis de tipo finito.
Suponhamos agora que X é um shift sofico irredutivel. Seja G = (G, D)
uma apresentacao irredutivel injetora a direita do espaco de seqiiéncias X. Da

Proposicao 5.6 temos que

h(X) = h(Xg) = h(Xe).

Suponhamos que G tenha r vértices. Como G é injetor a direita, temos

que cada ponto em Xg tem r representacoes em Xg. Como D, leva pontos de
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periodo n de X em pontos de periodo n de Xg, segue que:

pul(Xe) >~ p(Xe)

Assim, temos que

1 1 1 1
limsup — logp,(Xg) > limsup [—log—+ —logp,(Xg)| =
n

n—+oc N n——+oo n r

1
— limsup — log pa(Xa) = h(Xe) = h(X),

n—+oo T

concluindo a prova do teorema.
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