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TEORIA DOS JOGOS EVOLUTIVOS

Na teoria, os refinamentos provaram ser muito Uteis para eliminar resultados
inadequados do jogo. Entretanto, esta teoria também tem suas desvantagens. Nao
somente foram desenvolvidos muitos conceitos de refinamentos diferentes, mas a
teoria também assume que os jogadores estdo agindo de acordo com um alto nivel
de racionalidade. Os tedricos propuseram tantas defini¢des diferentes para
racionalidade, que o conjunto dos refinamentos de equilibrio de Nash disponiveis,
tornou-se embaragosamente grande. Eventualmente, quase qualquer equilibrio de
Nash poderia ser justificado em termos de algum refinamento.

Como conseqiiéncia disto, um novo periodo de desilusdo com a teoria dos
jogos parecia inevitavel até os anos 80. Felizmente naquela época apareceu uma
nova abordagem. O livro "Evolugdo e teoria dos jogos" de Maynard Smith
direcionou a aten¢do dos teodricos para longe de suas progressivas elaboragdes das
defini¢des de racionalidade. Afinal de contas, como foi escrito por Ken Binmore
no prefacio da monografia "Teoria dos Jogos Evolutivos" de Jorgen W. Weibull,
insetos nao pensam em tudo, e assim a racionalidade ndo pode ser tdo crucial se a
teoria dos jogos consegue de alguma maneira predizer seus comportamentos. Os
anos 90 viram assim, o afastamento das tentativas para modelar ao agentes como
jogadores hiper racionais.

Isto traz a pergunta sobre o qué se pode aprender da teoria dos jogos
evolutivos introduzida por bidlogos, no estudo da evolugdo de populagdes e do
comportamento individual de seus membros. Onde a teoria dos jogos evolutivos

pode nos levar e onde ela pode ser aplicada?

Teoria dos jogos evolutivos foi originada do artigo "The logic of animal
conflict" de Maynard Smith and Price [Ref: 17]. Maynard Smith considerou uma
populagdo na qual seus membros sdo aleatoriamente dispostos em pares para jogar

um jogo bimatricial, ou seja, com dois jogadores.
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Os jogadores sdo andnimos, isto €, qualquer par de jogadores joga 0 mesmo
jogo bimatricial simétrico e sdao idénticos com respeito aos conjuntos de

estratégias e fungdes de payoff.

Assim, para qualquer membro da populacdo, m ¢ o numero de estratégias
puras ¢ A o poliedro de estratégias mistas. Considere também a funcao de payoff
u:®—>IR*> que associa um perfil de estratégias mistas x€® a um par
(1 (x), 12(x))". A assumida simetria do jogo bimatricial, implica em B" = A e
determina que p4(x,y) = (v, x) para qualquer par (x,y) €©, isto é, diz que o
payoff do primeiro jogador quando ele joga x € Ae o seu oponente joga yeAé
igual ao payoff do segundo jogador quando ele joga y € Ae o primeiro joga
x € A. Assim qualquer par joga um jogo simétrico G =(4,4"), com 4 sendo a
matriz de payoff mxm. Observe que ndo ¢ assumido que a matriz 4 seja

simétrica. A seguir denotamos v(x,y) = s(x,y) = 1:(y,x) = x' Ay como o payoff de
um jogador jogando x € A contra um oponente jogando y € A . Deste modo todos

os membros da populagdo sdo simétricos, exceto na escolha da estratégia.

Na teoria dos jogos evolutivos ndo ¢ assumido que membros das populagdes
se comportem racionalmente. Ao invés disto ¢ assumido que qualquer membro ¢
pré-programado com uma estratégia herdada, pura ou mista, e que essa estratégia
¢ fixa para a vida toda. Sendo x € A o vetor freqiiéncias relativas com a qual as
estratégias sdo jogadas pelos membros da populagdo, x;; € a probabilidade ou
freqliéncia relativa com que qualquer membro da populagdo j joga a estratégia A
do conjunto de estratégias puras. Assumindo que a populagdo ¢ muito grande, os
incrementos entre as freqiiéncias relativas das estratégias apresentadas pelos
diferentes membros sdo despreziveis (1/m onde m os nimero de estratégias da
populacdo) e o payoff esperado de um membro escolhido emparelhado
aleatoriamente com um dos outros membros da populagao ¢ dado por v(x,x) =
x"Ax. Entretanto, suponha agora que uma perturbagio da populagdo ocorre e que
uma pequena fracdo & (no minimo 1/m) da populacao ¢ recolocada por individuos
que irdo jogar a entdo chamada estratégia mutante g. O payoff em uma partida
nesta populacdo bimoérfica é o mesmo que numa partida contra um individuo que

joga a estratégia mista y =(1-¢)x+ &g € A.
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O payoff médio para um individuo que joga a estratégia x contra uma

populacdo bimorfica € (1-g)v(x,x)+ ev(x,q), desenvolvendo temos:

(1-e)xAx+exAqg = xA[(1-e)xtegq]=xAy = v(x,))

Conseqiientemente o payoff da estratégia original x apds a entrada da

estratégia mutante g ¢ v(x,y) e o da estratégia mutante € v(q,)).

v(x,y) = xTA[(l —-&)x+ 8q] =(1-&)v(x,x)+ev(x,q) Equacio 3-1

O payoff esperado de um individuo mutante torna-se,

v(g,y) = q" A[(1-&)x + &g] = (1- £)v(g, x) + &(¢,q) Equagio 3-2

A estratégia original ¢ dita evolutiva estavel, se apds sua populagdo ter sido
invadida até um certo nivel & por uma estratégia mutante, conseguir obter um
payoff maior do que o desta estratégia mutante, isto ¢, se
v(x, [(1 —&)x+ 5q]) >v(q, [(1 —-&)x+ gq])

Ou seja, uma populacdo ¢ dita ser estavel contra mutantes, se para todo

q # xexisteum &(q) > 0 tal que,

VO0<e<e(g),vix,y)>v(q,y) Equacio 3-3

onde y=(1-¢&)x+¢q.

O raciocinio acima permite varios pontos de vista.

Originalmente a condicdo de estabilidade foi aplicada somente em
populacdes monomorficas, isto é, populagdes nas quais todos os individuos sdao
dotados da mesma estratégia x;. A freqiiéncia xj; ¢ a probabilidade com a qual

qualquer membro j da populagdo joga a estratégia pura k. Assim qualquer
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individuo original joga x; e conseqiientemente o payoff esperado destes individuos
¢ igual a média ponderada dos payoffs.

Assim, uma estratégia x; satisfazendo a Equa¢do 3-3 para qualquer g # x,
com algum &(q) > 0, ¢ chamada de Estratégia Evolutiva Estavel (EEE ou ESS em

inglés) e é o conceito central de equilibrio na teoria dos jogos evolutiva sobre
populagdes monomorficas.

O critério da estabilidade evolutiva ¢ uma generalizagdo que translada a
noc¢do de sobrevivéncia de Darwin, da aptiddo num ambiente exdgeno para um
ambiente estratégico onde a aptiddo de um comportamento (estratégia) depende
do comportamento (estratégias) dos outros. Porém, do mesmo modo como
acontece com o equilibrio de Nash, a propriedade da estabilidade evolutiva ndo
explica como a populagdo chega a tal estratégia, em vez disso ela pergunta se tal
estratégia ¢ robusta a uma certa pressao evolutiva. Na verdade a estabilidade
evolutiva ¢ um teste de robustez contra uma inica mutacao de cada vez. Assim, as
mutagdes devem ser raras, para que a populacdo tenha tempo de se reajustar a
situagdo original antes que a proxima mutagdo aconteca. Ao contrario de sua
instancia bioldgica, a estabilidade evolutiva também providencia um relevante
critério de robustez numa gama de situagdes, incluindo a area economica.

Em ambientes econdomicos ou sociais uma EEE requer que qualquer grupo
pequeno de individuos que tente uma estratégia alternativa, tenha um pior
desempenho do que aqueles individuos que aderiram a estratégia original.

De outro ponto de vista, a condicdo de estabilidade pode também ser
aplicada a uma populagdo polimorfica, na qual, cada membro ¢ pré-programado
com uma de suas estratégias puras. Neste trabalho, a freqiiéncia x; ¢ a fragdo dos
membros pré-programados com a pura estratégia k. Casos intermedidrios também
sdo possiveis, nos quais multiplas estratégias mistas estdo presentes na populagdo.
Ainda que ambos os pontos de vista sejam permitidos, s6 sera abordado agora o
caso de populagdes monomorficas.

Suponha que x € A satisfaca a v(q,x) <v(x,x) V g € A. Claramente, esta ¢
uma condicdo necessaria e suficiente para o par de estratégias (x,x) ser um
equilibrio de Nash em jogos bimatriciais simétricos (A, A"), pois se a estratégia x
ndo for 6tima contra si propria entdo existird uma outra estratégia ¢ que obtém um

payoff maior contra x do que o proprio x. Neste equilibrio, ambos os jogadores
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jogam a mesma estratégia x. Assim (x,x) € A é um equilibrio de Nash simétrico e
nés chamamos x de uma estratégia de equilibrio simétrico. E bem conhecido que
qualquer jogo bimatricial simétrico tem pelo menos um equilibrio simétrico.
Poderia ser notado que um jogo bimatricial simétrico pode também ter um
equilibrio ndo simétrico de Nash, no qual os dois jogadores usam diferentes
estratégias. Agora, suponha que para uma estratégia em equilibrio simétrico
x € A a condigdo mais forte da desigualdade v(g,x) < v(x,x) se mantenha para
qualquer estratégia mutante g € A. Entdo segue das Equacdo 3-1 e Equagdo 3-2
que existe algum &(x) >0 tal que a Equagdo 3-3 continue valida e a estratégia
x € A seja EEE. Para ver isto consideremos o contrario, que Wg,x) > Ux,X), €
desenvolvendo a partir da contradicdo da estabilidade evolutiva, Equagdo 3-3,

temos:

(1-e)xAx+exAq < (1-e)gBx+eqBgq
fxAg-xAx+gBx-gBg] +xAx —gBx <0
fe) = Q-A]l+A<0,onde

Q= (xAq - qBq)

A = (xAx — ¢gBx)

Se a estratégia x ndo for 6tima contra si propria no sentido estrito, e z4(x,x) =

1(g.x), A =0, deste modo vemos que

fe)=eQ<0

Caso Q <0, ou seja, xAg < gBg, a contradi¢do serd satisfeita quando &> 0,
o que ¢ perfeitamente viavel e caso contrario, se 2 > 0, a contradicdo sera
satisfeita quando £< 0 o que ndo € viavel.

Portanto, caso xAg < gBg — Q < 0, e x ndo ¢ estavel evolutiva para
qualquer € > 0.

Por isso surge a necessidade de uma segunda condicao, quando a estratégia

em equilibrio x ¢ estavel evolutiva, mas ¢ ¢ uma melhor réplica contra x, caso em
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que z4x,x) = w(q,x). Neste caso x deve ser uma melhor réplica contra ¢, do que ¢

contra si propria, caso em que z4(x,q) > 1(q.,q). Se x for estavel evolutiva entdo,

v(x, [(1—5)x+gq]) > v(q,[(l—g)x+5q])
A= Q-Al+A>0

Se A > 0, a unica condicdo que deve ser satisfeita sera a condig¢do

0<e<
Q-A

, mas se g for uma melhor réplica contra x, isto ¢, se A =0, a

condigdo (2 > 0 de que x ¢ uma melhor réplica conta g do que g contra si propria,

e portanto z4x,q) > (q,q), deve ser verificada para que x seja EEE .

3.1 Definigao de Estratégia Evolutiva Estavel

Uma estratégia x € A ¢ uma Estratégia Evolutiva Estavel (EEE) do jogo

bimatricial simétrico G = (4, 4") se ela satisfaz as duas desigualdades.

i) g AX<xTAXV geA

i) q"Ag<xTAq seq’ AX=3%"A% Vq=#3i

Em outras palavras x ¢ uma EEE se ela ¢ uma melhor réplica contra g e
caso ¢ seja uma melhor réplica contra x, x deve ser uma melhor réplica contra ¢ do
que g contra si propria.

Claramente x € A satisfaz as condi¢gdes da definicdo 3.1 se e somente se
para qualquer g € A, x satisfaz a Equagdo 3-3 para algum &(g) > 0, veja Weibull
[Ref: 1]. Além do mais, a condi¢cdo i da definicdo 3.1 mostra que (x,x) ¢ um
equilibrio de Nash para o jogo bimatricial G = (4, 4") se x é EEE. Entretanto o
inverso ndo ¢ verdade. Se (x,x) ¢ um equilibrio de Nash, entdo x ¢ EEE somente se
x satisfaz a condicdo ii. Entdo nem toda estratégia em equilibrio simétrico ¢ EEE.
Em outras palavras, a condicdo de EEE ¢ um refinamento sobre o conjunto de
equilibrio de Nash simétrico. Mais precisamente temos que se x ¢ EEE, entdo (x,x)
¢ um equilibrio de Nash proprio simétrico. De acordo com Weibull [Ref: 1],

podemos dizer que uma EEE satisfaz a condi¢do de equilibrio e é robusta com
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respeito a erros de baixa probabilidade de modo que enganos custosos sdo menos
provaveis que os enganos menos custosos. Novamente, a implicagdo inversa nao ¢
verdadeira. Quando (x,x) ¢ um equilibrio proprio simétrico entdo x ndo ¢
necessariamente uma EEE (por exemplo a unica estratégia de equilibrio simétrico
do jogo Rock-Scissors-Paper nao ¢ EEE.

O jogo Rock-Scissors-Paper de dois jogadores e trés estratégias, que sdo: a
estratégia um, "rock" que supera a estratégia dois "scissors", que supera a
estratégia trés paper, que por sua vez supera a estratégia um rock. A matriz de

ganho deste jogo ¢ dada por:

>

Il
N
S = N
L =)

E facil verificar que nio existe nenhum equilibrio de Nash em estratégias
puras e que s6 existe um equilibrio de Nash em estratégias mistas que é x = (1/3,
1/3, 1/3). Sendo x uma estratégia completamente mista, toda estratégia g € A ¢é
uma melhor réplica contra x. Entretanto a estratégia mutante ¢ = ¢’ ganha um

payoffigual a um contra si propria que € o que x ganha contra y.

[l o o] [1 2 0] [1
01 2 0|=1+0+0
2 0 1] |0

A ANA

1 20 1
01 2 0 :—+0+§:1
2 0 1 0

Assim x falha na condi¢do de segunda ordem ii.
Para resumir os resultados acima deixe A" ser o conjunto de estratégias
em equilibrio de Nash, A™ ser o conjunto de estratégias em equilibrio proprio e

A" 0 conjunto de estratégias estaveis evolutivas. Entdo temos que:

AESS c APE c ANE # 0
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3.2 Dinamica do Replicador

A teoria dos jogos evolutivos combina o conceito estitico de estratégia
estavel evolutiva com o conceito dinamico da replicacdo dos mais aptos, do
mesmo modo que um processo evolutivo combina dois elementos basicos: a
mutagdo que prové diversidade e a selegdo que favorece alguns individuos em
detrimento de outros.

E importante relembrar que o significado de replicar associado & dinamica
do replicador ¢ o ato de copiar, clonar, diferente do significado de réplica,
associado ao conceito de melhor réplica, ou seja melhor contra resposta.

Enquanto o papel da estabilidade evolutiva ressalta o papel da mutagdo, a
dinamica do replicador ressalta o papel da sele¢do. Na formulagdo mais habitual, a
dinamica do replicador ¢ formalizada como um sistema de equacdes diferenciais
que ndo inclui qualquer mecanismo de mutacdo. Em vez de verificar a robustez
contra mutagdes ela se preocupa indiretamente com a estabilidade dindmica no
processo de selecio.

Na abordagem do critério da estabilidade evolutiva, os individuos sao
programados para jogar estratégias puras ou mistas. Em contraste, a dinamica do
replicador mais usual, presume que os individuos sdo programados para jogar
somente estratégias puras. Assim em vez de interpretar uma estratégia mista como
uma distribuicdo de probabilidade particular, a estratégia mista ¢ interpretada
como o estado da populacdo, onde cada componente x; representa a parte da
populacdo que ¢ programada para jogar a h-ésima estratégia pura. Entretanto,
ainda se pode imaginar o emparelhamento aleatério numa grande populagdo em
que os payoffs representam as aptidoes medidas pelo nimero de descendentes e
onde cada descendente herda a estratégia do Unico pai.

Se a reproducdo tem lugar de modo continuo sobre o tempo, isto resulta
numa certa dindmica continua que ¢ chamada de dindmica do replicador. Os
replicadores aqui sdo estratégias puras que podem ser copiadas dos pais para os
filhos sem erro.

O termo replicador parece ter sido cunhado pelo bidlogo britanico Richard
Dawkins (1976) e sao entidades que podem ser copiadas. A probabilidade de ser
copiada depende do ambiente e da performance do replicador (da estratégia pura).

A copia do replicador ¢ idéntica a ele e pode ser copiado ad infinitum.
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Na estrutura da dinamica do replicador ou dindmica da populagdo,
partimos do ponto de vista de que todos os individuos sdo pré-programados para
jogar uma certa estratégia pura. Assim, um vetor de estratégias x € A deve ser
interpretado como o estado da populagdo, com x; sendo a propor¢ao de individuos
jogando a estratégia k, com keS. Dentro desta estrutura, individuos sio
emparelhados aleatoriamente e presume-se que cada membro da populagdo esteja
engajado em uma concorréncia de cada vez. Além disso, o payoff do individuo
representa a aptiddo medida pelo nimero de descendentes. Assim, quanto mais
bem sucedido for o individuo, mais descendentes ele tera. Finalmente, ¢
presumido que neste mundo assexuado os individuos procriam de modo que cada
filho herda a estratégia do seu unico pai. Entdo, na proxima geracdo a fracdo de
membros mais bem sucedidos na populagdo serd maior ¢ a fragdo de membros
menos prosperos serd menor. A modelagem deste processo em tempo continuo
resulta em equacdes diferenciais conhecidas como dindmica do replicador.

Para qualquer instante ¢ deixe pi(?) = 0 ser o nimero de individuos que

estdo programados para jogar a estratégia pura k e deixe p(¢) = Z p,(t)>0 sera
keS;

populagdo total. O vetor de estado da populacao € x(?) = [x;(?) ...x,(?)], onde cada
componente x(?) ¢ a parte da populacdo programada para jogar a estratégia pura k

P (1)
p()

no tempo ¢t e x, (¢) = . Assim o estado da populagdo x(¢) € A ¢é idéntico a

uma estratégia mista.

O payoff para qualquer estratégia pura k, quando o estado da populagao for
x=x(t) e A & u(e, x). O payoff médio da populacio, quando os individuos sdo
escolhidos aleatoriamente na populagdo ¢ a média ponderada dos payoffs de todas

as estratégias puras da populacao.

z x, p(e*,x) Equagio 3-4
k=1

Este payoff ¢ o mesmo payoff u(x,x) que a estratégia mista x ganha quando

jogada contra si propria. Assim,

u(x) = 3 x, (e x)
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Suponha que o payoff represente o efeito incremental na aptidao individual,
medido como o numero de descendentes por unidade de tempo, ou seja, quanto
por cento o nimero da p; aumentou por unidade de tempo.

Suponha também, que cada descendente herde a estratégia do seu unico pai.
Se a reprodugao ¢ feita continuamente no tempo, entdo o indice de natalidade dos
individuos programados com a estratégia pura k, em qualquer tempo, ¢
B+ u(e* x(t))onde >0 ¢é a aptidio de fundo (independente de qualquer
resultado do jogo em questao) dos individuos na populagdo, independente dos
resultados no jogo. Deixe que a taxa de mortalidade 6 > 0 seja a mesma para todos
os individuos.

Entao,

(t+D)-p, () e [ﬂ+u(ek,x)—5]pk(t) _ Ap,

k _ Dy
[ﬂ+u(e ,x)—5]— 0 Y

E assim a derivada no tempo de pi(?), abandonando o argumento de tempo

por simplificagdo sera:
P = [,6'+,u(ek,x)—§]pk Equagio 3-5

Para encontrarmos a mudanca percentual x(z+7) - x(¢) por unidade de tempo
fazemos a derivada no tempo em ambos os lados da equagdo p(f)xi(t) = pi(?),

ficando px, + px, = p,

piy = p BT o =[B+ (et x) = 8]p, —[B+ u(x.x) - S]px,

A dinamica correspondente x, para a parte da populagdo xy é:

X, = [,u(ek ,X) — u(x, x)]xk =X, = [ekTAx — xTAx]xk kel Equagio 3-6

Onde 7,, ¢ o conjunto de m estratégias puras do jogador .
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Em outras palavras, a taxa de crescimento X, /x, da parte da populagdo

jogando a estratégia k ¢ igual a diferenga entre o payoff da estratégia k e o payoff
médio da populagdo. Esta taxa de crescimento ¢ independente das taxas de
natalidade e mortalidade desde que estas sdo as mesmas para todas as estratégias
puras. A Equagdo 3-6 ¢ a propria dindmica do replicador e explorando a
linearidade do payoff u(x,y) com respeito a x ela pode ser escrita de modo mais

CONnciso como:

X, = (ekAx—xTAx)xk = [(ek —x)Ax]xk = u(e" —x,x)x, Equacio 3-7

Assim, as partes da populacdo associadas com as estratégias cujos payoffs
sdo maiores que o payoff médio da populagdo crescem, enquanto as partes da
populagdo associadas com as estratégias cujos payoffs sdo menores que o payoff
médio da populacdo diminuem. As partes da populagdo associadas com as
estratégias de melhores réplicas puras, para o atual estado x € A da populacio,
tém a mais alta taxa de crescimento.

Pode-se notar também, que a razdo entre quaisquer duas partes da populagdo
xn > 0 e x; > 0 aumenta no tempo se a estratégia 4 obtém um payoff maior do que

a estratégia k. Do contrario a parte da populagdo que joga a estratégia /4 diminui.

i{x_h}:x_h_x_hx_k:
dt| x, | x, x, x,

[ﬂ(eh ,x) — p(x, x)]x—” - [y(ek ,x) — u(x, x)]x—kx—h =
X X, X,
[:u(ek ,X) — ,U(eh s X)]i_h Equacio 3-8

k

O sistema de equacdes diferenciais da dinamica do replicador possui uma
tinica solu¢do x(z,x°), ¢ >0, para qualquer ponto inicial x° = x(0) € A. Além do

mais, desenvolvendo as Equagdo 3-7 para todo k €/, nds obtemos Z)'ck =0
k=1

m
porque Zxk =1 e conseqiientemente temos que A ¢ invariante, isto €, qualquer
k=1

trajetoria iniciando em A (numa superficie de A) permanece em A (na mesma
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superficie de A). Assim Zxk(t):IVt e x,(t)=0 para qualquer #>0 se

k=1
x, () =0 para algum 7 > 0. Esta tltima propriedade diz que se num certo tempo,

a fracdo de membros jogando a estratégia k for igual a zero, entdo ela sempre foi

zero e sempre permanecera zero. De outro modo xx(£)>0 V >0 se x; > 0, e assim

a estratégia ird sobreviver para sempre se ela estiver disponivel em ¢ = 0.
Certamente isto ndo exclui que xx(f) convirja para zero quando ¢ tende a infinito,
isto €, pode acontecer que a trajetoria iniciando no interior de A convirja para a
fronteira. Uma estratégia xe A em equilibrio de Nash (da populacdo
monomorfica no qual todos os membros jogam x) é dita ser assintoticamente
estavel para a populagdo polimorfica (na qual x; denota a fracdo de membros
jogando k), se existe uma vizinhanga X de x, isto €, um conjunto aberto X em A
contendo x, tal que qualquer trajetéria da dindmica do replicador iniciando em
x" € X converge para x. Este resultado deve-se a Taylor e Jonker [Ref: 46] e
pode ser visto como um resultado bésico relacionando a dindmica do replicador as
estratégias estaveis evolutivas.

Intuitivamente um estado x € A ¢ estavel no sentido de Lyapunov se
nenhuma pequena perturbacdo do estado provoca um movimento para longe de x
e ¢ assintoticamente estavel se além de ser estavel do sentido de Lyapunov ocorre
um movimento de volta a x para qualquer perturbacdo suficientemente pequena

daquele estado.

3.3 Estabilidade Assintética

Toda estratégia estavel evolutiva x € A ¢ assintoticamente estavel para a
dindmica do replicador dada na Equacdo 3-7.

Para qualquer EEE existe uma vizinhanca tal que qualquer trajetéria da
dinamica de replicador que comega nesta vizinhanga converge para esta EEE.
Porém a dinamica do replicador pode convergir para uma estratégia que nado ¢
uma EEE. Além do mais, uma trajetoria nem sempre converge para algum ponto
limite x" quando ¢ tende a infinito. Pode acontecer que o caminho tragado pela
trajetoria seja um ciclo em A ou se desvie do ponto limite. Para as outras
propriedades das trajetorias, por exemplo, aquela que no limite da dinamica de

replicador destréi todas as estratégias estritamente dominadas se inicialmente
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todas as estratégias estdo presentes, pode-se recorrer a Weibull [Ref: 1], onde sao
vistos muitos resultados sobre a relagdo entre equilibrio estavel (assintotico) da
dinamica do replicador e os refinamentos do equilibrio de Nash, por exemplo que
qualquer estratégia assintoticamente estavel ¢ uma estratégia com equilibrio

perfeito de Nash. Deixe a matriz de payoff A ser dada por;

a b
A=
c d
E sabido que o conjunto de estratégias do equilibrio de Nash ¢é invariante
com respeito a adicdo de uma mesma constante aos payoffs (transformada afim)

de um jogador relacionado a uma dada estratégia pura do outro jogador. Disto

segue que nos podemos distinguir trés tipos de jogos 2x 2 veja Weibull [Ref: 1].

3.3.1 Tipol:

a-c<0<d-b.Neste caso a segunda estratégia domina estritamente a
primeira e conseqiientemente (e’,¢’) é o tUnico equilibrio de Nash do jogo
simétrico. Além do mais, x = ¢’ é EEE e pode ser mostrado que a dinamica de
replicador converge para e’ para qualquer estratégia inicial estritamente positiva
x°. No caso em que d < a (e conseqiientemente ¢ > b) este tipo representa 0 bem
conhecido jogo do dilema dos prisioneiros e o equilibrio de Nash produz um
payoff d < a, ndo eficiente, para ambos os jogadores. Assim neste caso a dindmica
de replicador conduz a um estado estavel ndo eficiente, porém ¢é importante
observar que ¢ um estado livre de riscos.

E a partir de um estado x” préximo de e', o payoff médio ou aptidio da
populagdo vai decrescendo ao longo da trajetoria, de aproximadamente a, no
ponto de partida, até d no ponto limite. O caso d - b <0 < a - ¢ ¢ similar, mas com

a primeira estratégia como estratégia dominante.

3.3.2 Tipoll:

a-c>0ed-b>0. Esta classe de jogos ¢ conhecida como jogos de

coordenacdo (CG) e possui trés estratégias em equilibrio simétrico, ou seja, as

Lt 1 2 o [y .
duas estratégias puras e e e e a estratégia de equilibrio mista
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o= d-b a-—c
a+d-b-c a+d-b-c

T

j . Os payoffs mais altos sdo obtidos com a
estratégia de equilibrio pura. Ainda que todas as trés estratégias de equilibrio
sejam proprias, somente as duas estratégias de equilibrio puras sdo EEE e
assintoticamente estaveis. A dindmica do replicador converge para e’ (e
. d-b

respectivamente. 62) se x; > (<)————
a+d-b-c

3.3.3 Tipollil:

a-c<0ed-b<0.Um exemplo tipico desta classe de jogos ¢ o classico

jogo Hawk-Dove (jogo do falcio e do pombo) (HDG). Fazendo

1 .
d= Eb >0,a<0 e ¢=0, um membro da populacdo consegue numa competicao

contra seu rival um payoff de a <0 se ele luta (joga falcdo) e 0 se ndo luta (joga

pombo) quando o seu rival joga falcdo, enquanto o payoff ¢ igual a b >0,
. 1 ) . ) .
respectivamente Eb quando seu rival joga pombo. Neste caso existem dois

i1 . ., . 1 2 2 1 , . . i .
equilibrios assimétricos, ou seja, (e’, e°) e (e”, e'). Além disto existe um equilibrio
s * * * . . . . *
simétrico (x , x ) com x como apresentado no item de jogos do tipo II. Assim x ¢
uma estratégia em equilibrio simétrico Unico. Esta estratégia ¢ também a unica
EEE e a dindmica de replicador converge para esta estratégia para qualquer vetor
Coe . , . . .. 0
inicial de estratégias estritamente positivo x .
Observe que para os jogos do tipo I e do tipo II, a dinamica de replicador
converge para uma estratégia pura de equilibrio estavel evolutiva, enquanto que

para os jogos do tipo III a dindmica converge para uma EEE mista. Entdo neste
caso a dinimica converge para uma populagdo na qual uma fragio x, joga falcio

e a outra joga pombo. Em tal populacdo estavel dois tipos de individuos podem
ser distinguidos. Certamente, no equilibrio, ambos os tipos possuem a mesma
aptidao média.

Para jogos 2x2 a dinamica de replicador sempre conduz para uma EEE
quando iniciando num ponto interior do espaco de estratégias. Assim, para o caso

2x2 adinamica de replicador também converge.
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