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ESTABILIDADE EVOLUTIVA E A DINAMICA DO
REPLICADOR

Para os casos de uma tnica populagdo, cada estratégia ¢ testada contra todas
as outras estratégias da mesma populagdo e entdo ¢ encontrado o payoff esperado.
A estratégia com maior payoff esperado seria uma estratégia evolutiva estavel. Ou
seja, se a populagdo fosse formada por dois tipos apenas de estratégias x e y, cada
uma presente numa certa proporcao, teriamos que computar o payoff esperado
para a estratégia x, (I-gu(x,x) + gu(x,y) = u(x,w), onde w = gy+(I-g)x, com ¢
sendo a propor¢ao de y na populagdo, assim como o payoff esperado para y,
H(y,w). Se a estratégia original ganhasse um payoff esperado p(x,w) > p(y,w)
contra a populacdo mista w, entdo a estratégia x seria estavel e o equilibrio seria o

perfil (x,x).

Assim a condi¢do para que uma estratégia residente x seja um equilibrio

evolutivamente estavel ¢,
H(x,w) > u(y,w) Equacio 4-1

Como visto, um modo equivalente de se verificar se uma estratégia residente
¢ evolutivamente estdvel seria através das duas condigdes de equilibrio e

estabilidade:
- px,x) 2 p(y,x)

Se a estratégia residente for uma melhor réplica para si mesma, o perfil (x,x)

¢ um equilibrio pela propria defini¢ao de equilibrio de Nash,

2 - 4(xy) > u(yy)
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Se a estratégia mutante for uma melhor réplica alternativa para a estratégia
residente x, isto é, se u(x,x) = u(v,x), entdo u(x,y) > u(y,y) para que x seja
evolutivamente estavel. Assim, g(x,y) > u(y,y) ¢ chamada de condicdo de

estabilidade

Segundo a teoria, as condigdes 1 e 2 sdo equivalentes a u(x,w) > u(y,w) que
implica na estabilidade evolutiva da estratégia residente x assim como no

equilibrio (x,x) de Nash.
Vamos averiguar estas afirmagdes.

Desenvolvendo u(x,w) > u(y,w) para o caso de populacio com duas

estratégias temos;

xAley +(1—&)x]> yAley + (1 - g)x] = &Ay + xAx — exAx > gyAy HAx — yAx

e(xAy — xAx — yAy + yAx) + xAx — yAx > 0

Onde ¢¢ a propor¢ao da estratégia mutante y na populagdo.
Fazendo A=xAx—yAx e B=xAy—-yAy definimos a fungdo

f(e)=&(B—A)+ A. De acordo com a Equagao 4-1,

H(G0)> p(y,0)
e f(&)>0 para que o perfil (x,x) seja um equilibrio evolutivo estavel.
Observe que A4 >0 equivale a satisfazer a condi¢do 1 p(x,x) > wu(y,x) e

B >0 equivale a satisfazer a condic¢ao 2 z(x,y) > u(y,y)

Estudemos as possiveis possibilidades de f(¢)

Possibilidade 1 - Se A >0, ou u(x,x) > u(y,x)

Uma condi¢do para que o perfil (x,x) seja um equilibrio ¢ que a estratégia
residente x seja uma melhor réplica estrita contra si mesma, ou seja z(x,x) > (y,x)
V y # x. Entdo, uma das condigdes a ser estudada é 4 > 0.

Dentro desta condi¢do temos as seguintes possibilidades:
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1.1- Se B<0—>(B-A4)<0

Observa-se que se 0<eg< , na regido hachurada, a condi¢do

L(xe,w)>p(y,w) € satisfeita.

Figura 4-1 — A>0 e B<0

Podemos perceber que a estratégia residente pode sobreviver a um processo

evolutivo convivendo com outra estratégia y, desde que a propor¢do de y na

. —A .
populagdo nao ultrapasse ﬂ Caso contrario se aparecer um mutante numa

. A . . :
propor¢ao maior que B—A) , este mutante acabaria por dominar x e tomaria toda

a populagdo.

Entdo, dependendo da propor¢do do mutante invasor usada por um
algoritmo genético, a condicdo de estabilidade u(x,w)>u(y,w) pode ser satisfeita
ou nao.

Ao longo desse processo evolutivo, para pequenas proporgdes de mutantes,
se a aptidao for o payoff esperado w(x,w) a estratégia residente acabard por tomar
toda a populagdo. Os possiveis perfis em equilibrio decorrentes das condi¢des

A>0 e B<0 sdo os perfis (x,x) ou (y,y), dependendo da proporcao do invasor y.
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Conclui-se que as condi¢des 4>0 e B<(0 ndo garantem estabilidade, mas

garantem que o perfil (x,x) seja um equilibrio de Nash.

Por exemplo, imaginemos uma populacdo bimorfica constituida por duas

Xy
estratégias puras x € y, assim uma matriz de payoff A =X {an a12:| garante
Y o L4n G

que 4>0se a,, >a, ¢ B<0se a,, <a,,.

53
Assim uma possivel matriz de payoff para este caso seria A = [2 4}

Observando a matriz de payoff, vemos que os possiveis equilibrios de Nash
sdo, (x,x) e (V).
O equilibrio (x,x) foi garantido, falta verificar se esse equilibrio ¢

evolutivamente estavel. Admitamos que a propor¢do de y na populacdo exceda

= 3/4, por exemplo, 4/5 entdo calculando w, u(x,w) e u(y,w) temos;

0 1 %
A

[ o][5 371/5] 17

(B-4)

R PR PV s
(5.) [0 1][5 371/57 18

’W = = —
Y 2 4|45 s

Como existe uma propor¢ao & tal que u(x,w)<u(y,w), a estabilidade
evolutiva de x ndo estd garantida. Para & > %, u(x,w)<w(y,w), como visto na
Figura 4-2.

Invasdes de mutantes numa propor¢ao &> ¥ fazem com que wu(x,w)<p(y,w)
e assim a dindmica do replicador levara a propor¢do do mutante para 100% da
populacdo, do mesmo modo que £ < % levara a um estado de total aniquilacdo das
estratégias mutantes.

Observa-se também na Figura 4-3 que uma propor¢ao &= % de mutantes ¢é
um equilibrio estavel, ou seja a estratégia mista w = (1/4, 3/4) é um equilibrio

estavel.
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4.5+ ux,w) 4
4t =
e
e
350 > 1
uy,w
3t o
25} e ]
e
7
/
2 - | | | | | | | e
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Figura 4-2 — Payoffs das estratégia x e y variando com a proporcio de y

0.9

Figura 4-3 — Proporc¢ao inicial £ do mutante x iteracbes da dinimica do

replicador

Qual dos equilibrios ¢ o melhor (x,x) ou (,y) ? Obviamente a resposta ¢ o

que der um maior payoff ao jogador. Vemos através da Figura 4-2 que o maior

payoff se da quando a populagdo ¢ composta somente por estratégias x e naquele

caso u(x,w)=>5.

O resultado obtido neste exemplo também pode ser verificado para o caso

das estratégias residentes e mutantes serem estratégias mistas, isto €, x =[x/, [-x/]
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ey=[n, l-y/]V0<x<1 eV 0<y<1. Como exemplo fazemos x = [3/4,1/4] e

v =[y1, 1-y;] e a propor¢ao de y na populagdo &.

x, = 3/4

Sy TR SR
PP I
4 4

%y, : 0.2 %e

Figura 4-4 — Planos de payoffs considerando-se x e y como estratégias mistas,
mostrando as regioes onde uma estratégia mista x = [3/4,1/4] é evolutiva estavel
quando se varia a estratégia mista y e sua proporc¢ao na populacio.

Observa-se na Figura 4-4 que se x,=3/4, y=[y, 1-y]=[0 1] e
& <3/4 temos que u(x,w) > w(y,w), porém se 4 < (), caso em que y = b/l 1- yl]
e y, > ¥, por exemplo y, =% ,ndo existe 0 <& <1 tal que u(x,w) > u(y,w) como

¢ confirmado nos calculos abaixo.

B=,u(x,y)—,u(y,y) <0

LR B e

E A= plx,x) — p(y,x) <0

A B ] M e

-4 0.1 =-10, portanto nio existe 0<&<1 tal que, w(x,w) >

B-A (-0.11+0.1)
1(y,w). O caso em que A<0 e B<0 e B<A sera visto no caso 2.1.1 - .
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1.2- SeB=0

Se A>0eB=0—>¢=
B

<1

Figura4-5-A>0eB=0

Neste caso se 0<&<1 a condicdo de estabilidade w(x,w) > wu(y,w) seria
satisfeita, e ndo existiria nenhum mutante que em propor¢ao menor que 100% da
populacdo, conseguisse dominar a estratégia residente x.

Os possiveis perfis em equilibrio decorrentes das condicoes 4 > 0 e B = 0
sdo (x,x), ().

Por exemplo, considerando novamente, sem perda de generalidade e por
questao de simplicidade que x e y sdo duas estratégias puras, entdo uma matriz de

payoff que satisfaz as condigdes 4>0 e B=0 ¢:

Xy
A=x |5 3
y |2 3
Assim, para um ¢ qualquer temos;

,u(x,w):[l 0]{5 3}{1_5}5—25

2 3 ¢
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ﬂ(y,W)=[0 1]{5 3}{1_5}2%

2 3| e

Para que condi¢do z(x,w) > w(y,w) seja violada ¢ necessario que exista
0<e<1, que satisfaca5 —2¢ <2 + ¢ e dessa equagao conclui-se que € >1.Assim
ndo existe nenhum 0 < g <1 tal que w(x,w) < u(y,w).

Observando a matriz de payoff vemos que os possiveis equilibrios em
estratégias puras sdo (x,x) e (y,)). Assim o equilibrio (x,x) estd garantido, assim
como a condicdo da estabilidade de x.

Observa-se na Figura 4-6, que a dindmica do replicador guiara a populagao,
com qualquer proporc¢ao inicial de estratégias residentes e mutantes, na direcao de
anular as estratégias invasoras mutantes.

Neste tipo de jogo, representado por tal matriz de payoff descrita neste
exemplo, e com uma populacdo formada por estratégias puras residentes e
mutantes numa dada proporc¢do &, x(x,w) sempre serd maior do que (v, w).

De uma forma mais abrangente se x for a estratégia pura [1 0], ndo existe
nenhum y pura ou mista com proporcao &, tal que u(x,w) < y(y,w) como pode ser

visto na Figura 4-8.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

Figura 4-6 — Convergéncia da dinimica do replicador para um estado populacional
com auséncia de estratégias invasoras.
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450 u(x.w)

Si5] - R

u(y,w)
25} B

Figura 4-7 — Neste jogo, o payoff u(x,w) da estratégia x, mostra que ela é
estavel para qualquer proporcéao da invasora y.

Y

0.5

%y e

Figura 4-8 — O plano de payoffs de x, p(x,w), mostra que x € estavel evolutiva
contra qualquer estratégia mista y invadindo a populacio em qualquer
proporcao.

J& se x for uma estratégia mista [% %], Hx,w) > uy,w) se y = b/l 1- yl]

ey > Y, por exemplo 2/3, p(x,w) < p(y,w).
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0.8
0.6

Figura 4-9 — O plano de payoffs de x, u(x,w), mostra que x é estavel evolutiva
contra qualquer estratégia mistay=[y, 1-y] paratodoy>%e0<e<1.

Porém neste caso B = u(x,y) — u(y,y) <0

AT B 23

Nao se encaixando na situacao descrita de 4 >0 ¢ B = (.

13- Se B>0

Aqui ¢ importante destacar duas situagoes.

(B-A4)<0
4
13.1-SeB<A> S (34
—4
(B-4)

ﬂ:E} 1

>1

L 4

Figura4-10—-A>0,B>0eB<A
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53
Um exemplo para este caso € o da matriz de payoff A = {3 }

u(x,w)

3.5 B

Figura 4-11 — payoff da estratégia x, u(x,w) > u(y,w) da estratégia invasora y V &.

Na Figura 4-11 observa-se que y(x,w) é sempre maior que 4(y,w). Por isso o
equilibrio (x,x) € evolutivamente estavel.

Assim para todo 0 <& <1 a condi¢do de estabilidade z(x,w) > w(y,w) sera

satisfeita
(B-4)>0
1.32-Se B>A4—>{ -4 <0
(B—4)

Gl |

Figura4-12-A>0,B>0eB>A
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-4 -4

Como neste caso & > , e
(B-4) (B-4)

<0, entdo para todo 0<e<1 a

condicdo de estabilidade u(x,w) > w(y,w) € sempre satisfeita como vemos na
Figura 4-13 e assim x sempre sera uma estratégia evolutiva estavel. O unico
equilibrio decorrente das condi¢des 4>0, B>0 e B>A é (x,x).

Assim, estas condi¢des garantem que (x,x) seja um equilibrio de Nash e que

x seja evolutivamente estavel.

450 .

uix,w)
3.5 i

Figura 4-13 — Payoff da estratégia x, u(x,w) > (y,w) da estratégia invasora y V
&

Possibilidade 2 - A<0

Esta condigdo requer que xAx < yAx, e segundo a teoria, a estratégia x, por

ndo ser uma melhor réplica contra si propria, ndao seria um equilibrio
evolutivamente estavel. A questdo da estabilidade, como qualquer desempenho
que a estratégia obtém, ndo depende s6 dela mesmo, mas da situagdo provocada

por ela e pelas outras estratégias.

Dentro desta situacao temos varias possibilidades descritas a seguir.

2.1- Se B<0

Aqui ainda cabem duas situagdes sub adjacentes.
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(B—A)<0

21.1-Se B<Ad—{| -4
—2 <0
B-A

ny

Figura4-14-A<0,B<0eB<A

Neste caso ndo existe nenhuma propor¢ao & de alguma estratégia mutante y
tal que a estratégia residente x seja evolutiva estavel. Isso quer dizer que mesmo
que x esteja sozinha na populagdo ela ndo sobreviveria? Quer dizer apenas que
para qualquer propor¢do de uma possivel estratégia mutante maior que zero,
L(x,x) deve ser menor que £(y,x).

Neste caso, o unico perfil em equilibrio é (y,y).

As condigdes A<0, B<0 e B<A ndo garantem que o perfil (x,x) seja um
equilibrio de Nash, nem que a estratégia residente x seja evolutivamente estavel.

Uma ilustragdo deste caso estd na Figura 4-15 com x =[1 0]y =[0 1].

x=[10]

m’mu)

0.8

0.6

i} = :
Yy 07 0.2 %

Figura 4-15 — Neste jogo o plano de g(x,w) mostra que a estratégia x nio é
evolutiva estavel
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(B-A4)>0
=4
2.1.2- Se B>A > | (B-4)

£>———
(B-4)

Figura4-16—A<0,B<0eB>A

Neste caso x nunca sera evolutivamente estavel, pois a condicdo de
estabilidade nunca seré satisfeita.

O tnico perfil em equilibrio sera (,y).

As condi¢des A< 0, B<0 e B>A nao garantem que o perfil (x,x) seja um

equilibrio de Nash nem que a estratégia residente x seja evolutivamente estavel.

3 2
No exemplo com matriz de payoff A = {5 3}, observamos na Figura 4-17

que u(x,x) € sempre maior que L(y,w).

5
N
N
~_
~
\\
450 ~ -
~
~__ uyw
\\
~
~
4 L . \ -
~
35} - i
-
~_
-
3 ~
u(x,w)

25} -

Figura 4-17 — Neste jogo a estratégia x ndo é evolutiva estavel.
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(B=A)>0
22-Se B>0—> - A <1
(B—A)
fie)t '

Figura4-18—A<0eB>0

A primeira vista parece acontecer uma incoeréncia afirmar que se a
estratégia mutante infectar a populacdo numa pequena quantidade, a estratégia

residente ndo sera evolutiva estavel, mas se a propor¢do das mutantes aumentar

. A . . —
além de um certo ponto ﬂ , a estratégia residente se tornara estavel.

O que acontece ndo ¢ uma incoeréncia e esta situacdo advém de uma
caracteristica da estratégia mutante na qual ela ndo ¢ eficiente contra si mesma,
desde que B > 0 1(y,y) < u(x,y). Por outro lado, temos que a estratégia mutante y ¢
eficiente contra a estratégia residente, ou seja, se A < 0, (x,y) > (x,x). Entdo,
enquanto houver poucos individuos mutantes na populagdo, esses mesmos
mutantes conseguem proliferar até que, apds certo ponto, comega a acontecer
antropofagia e as estratégias mutantes comegam a se aniquilar. Este estado pode
ser chamado de coexisténcia e ocorre quando cada uma das estratégias, residentes
e mutantes, sao melhores umas contra as outras, ao invés delas serem melhores

contra clas mesmas.

Nesta situagdo em particular, x ira sobreviver numa populacao bimorfica, e a
- A

populagdo convergira para um estado misto com uma propor¢ao & = ﬂ de
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estratégias mutantes y e uma propor¢do igual a 1-—

(B4 de estratégias

residentes x. Este ¢ um tipico equilibrio misto.

Os possiveis equilibrios sdo (x,y) e (,x), com cada estratégia em sua devida
proporgao. Portanto o perfil (x,x) ndo serda um equilibrio de Nash fazendo com que
a estabilidade evolutiva do perfil formado por estratégias residentes nao possa ser
garantida, desde que existe uma proporcao de estratégias mutantes na populacao

que implica em z(x,w) < u(y,w).

6
Por Exemplo, sendo uma matriz de payoff A={ 2} e x e y sendo

5

estratégias puras, temos B = (x,y)-u(y,y) > 0

o W P i PR R

EA4= ILI(X,X)-/J(J/,X) <0

B L e

4 2
(B—4) 4+2

Entao ¢ >

1
3
. 2 -
Assim para um g>§, por exemplo, 5:5 teremos que a condi¢do de

estabilidade u(x,w) > w(y,w) devera ser satisfeita.

( )_[1 0][3 6]1/3]_,
AW s 2)2rs)”
( )_[o 1][3 6] V3] _,
HPW=0 s 223
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6

5.5 i
u(x,w)
5~ i
N
\\\
450 S 1
N
.
.
.
4 . ~ _ .
\\\
350 N ]
. uly,w)
\\
3 ~ |
\\
~
25+ o ]
\\\

| | | | | .

2 | | |
0 0.1 0.2 0.333 0.4 0.5 06 0.7 08 09 1 €

Figura 4-19 — Os payoffs p(x,w) mostram que x s6 é evolutiva estavel para
proporcdes da estratégia invasoras maiores que 33%.

Portanto se y aparece na populagdo numa propor¢ao maior que 33,3333% x é
evolutiva estavel, porém o perfil (x,x) ndo ¢ um equilibrio de Nash, como se pode
deduzir através da matriz de payoff.

No decorrer da evolugdo, a estratégia invasora aumentard em propor¢ao até
tomar 1/3 da populagdo. Neste ponto g(x,w)=wu(y,w) = 4. Se a propor¢do de y
aumentar além de 1/3, u(x,w) > w(y,w) e a propor¢do de y volta a diminuir. O
resultado final serd uma populagdo mista com 1/3 da populagdo ocupada de
estratégias y e 2/3 da populacdo ocupada com estratégias x.

Os possiveis equilibrios sdo (x,y) € (y,x) na devida propor¢do, portanto o
perfil (x,x) nao sera um equilibrio de Nash e a estabilidade evolutiva da estratégia
residente ndo pode ser garantida desde que existe um propor¢do de estratégias
mutantes na populagdo que implica em z(x,w) < u(y,w).

Porém o perfil (x,x) pode ser um equilibrio misto, considerando-se x uma

estratégia mista [/-g & e €=——.
(B—4)

Para este exemplo x ¢ [2/3, 1/3] e o

equilibrio ird acontecer se u;(x,x) = p1(y,x) € to(x,x) = t(x,y)

23 13 3 6 23
oo 1

5 2|\ 4
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co ool e
(e ,w)= s 2| y|”
. [0 13 6%
:ul(e ,W)— |:5 2__%:|_

Como ,ul(el,x) = ,u;(ez,x), entdo u;(y,x) = ,Lt;(e],x) = ,u;(ez,x) V y. Temos
entdo a igualdade p(x,x) = w(y,x).

e A -

6 2
o _BEoA]3 sTo]_
My (x,e”) = L JMJ

Entdo vx(x,y) = wo(x,e’)=1(x,e’)=10(x,x)

Assim temos que v;(x,x) = w;(y,x) € t2(x,x) = (X)) 0 que caracteriza (x,x)

como um equilibrio misto de Nash.

E interessante observar, que neste caso, a dinamica do replicador, observada
na Figura 4-20, propicia uma convergéncia monotdnica para o equilibrio até

atingir a estabilidade em &= 1/3.

0.9+ .
08+ ,
0.7 -\
06+
0.5\

04
0.3333r

0.2+ B

0.1+ 4

0 10 20 30 40 50 60;

Figura 4-20 — Dinamica do replicador a partir de uma certa proporcio de
mutantes
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Um outro exemplo ¢ o jogo dos falcoes e dos pombos com uma matriz de
-1

4
0 2] Considerando-se que existam na populacdo, duas estratégias

payoff A= [

puras que sdo os vértices do poliedro de estratégias, temos que 4<0 e B>0 e como

vimos, nesta situacdo a condicdo u(x,w) > w(y,w) sO serd satisfeita para

&> ——
(B—4)
em[% %]

A populagdo convergira para uma situagdo em que os mutantes ocupardo 1/3

=% e que o estado da populag@o convergird para um equilibrio misto

(Figura 4-21) desta populacdo. O estado final desta populagdo sera o equilibrio
misto. A estabilidade, porém, so sera alcangada se & > )% . Ou seja, a estabilidade
da estratégia residente pura x = e; , s6 sera alcangada se a estratégia mutante vier
em uma propor¢ao maior que 1/3 da populagdo. Caso € = }4 teremos que g(x,w) =
H(y,w) e a estratégia residente pura x ndo serd evolutivamente estdvel, em vez
disso o estado final da populagdo com 2/3 de estratégias residentes puras x = e; e
1/3 de estratégias mutantes y = e,, serd uma indicativa de qual estratégia podera

formar um equilibrio simétrico.

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4
0.333

0.2

0.1

40 50 60

Figura 4-21 — Dindmica do replicador convergindo para uma populacio
mista.

Os payoffs esperados das estratégias mutante e residente em fun¢ao de suas

proporg¢des na populagdo sdo visto na Figura 4-22.
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3.5 1

u(x,w)

_1 | | |
0 0.1 0.2 0.333 0.4 0.5 06 0.7 08 09 1 ¢

Figura 4-22 — Os payoffs p(x,w) mostram que x s6 é evolutiva estavel para
proporcdes da estratégia invasoras maiores que 33%.

(B—A)=-A>0
2.3- Se B=0— -4 _
(B-4)

Figura4-23-A<0eB=0

Para que a condicdo de estabilidade g(x,w) > w(y,w) seja satisfeita ¢
necessario que € >1, o que na pratica ¢ impossivel. Assim a estratégia residente x

ndo ¢ evolutivamente estavel.
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o U(yw)// 7

451 u(x,w) f

3.5+ 1

Figura 4-24 — Os payoffs p(x,w) mostram que x nio é evolutiva estavel.

Mesmo sob estas condi¢des aparecem os equilibrios, (x,y), (v,x) € (v,y)

36
Por exemplo, seja a matriz de payoff A = L 6} e x ¢ y estratégias puras.

A I Rk
s T R R

Se & <1 quer dizer que a estratégia mutante pode estar numa proporcao de
até 100% da populacdo. Se pegarmos o ponto extremo desta faixa, isto ¢ , € =1

temos:

_[r o3 607 _ _
Hx, W) = s ol |76 MW =)

ﬂ(y,W)=[0 I]E 2}m=6
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E para qualquer valor de ¢ <1, u(x,w) <u(y,w), portanto x ndo é evolutiva

estavel. Além disso, se observarmos a matriz de payoff vemos que existem trés

equilibrios de Nash em estratégias puras. Como o jogo ¢ simétrico podemos

escrever;
Xy
3,3 6,5
——
NE
y |56 6,6
—_ =
NE  NE

Assim os perfis de estratégias puras (x,y), (v,x) € (y,y) sdo equilibrios de
Nash, mas (x,x) ndo ¢ um equilibrio estavel de Nash, mas (),y) ¢ um equilibrio

estavel como confirma a dindmica do replicador na Figura 4-25.

 /

50 60 70 80 90 100 t

Figura 4-25 — A dindmica do replicador convergindo para um estado em que as
estratégias invasoras dominam a populacio.
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Possibilidade 3 - A=0
(B-4)>0

31- Se B>0—>, -4 _
(B—4)

oy

Figura4-26-A=0eB>0

Neste caso, a condicdo de estabilidade wu(x,w)>u(y,w) ¢ satisfeita
V 0 < ¢<1 eos possiveis equilibrios sao (x,x), (x,y) € (,x).

As condi¢des A=0 e B>(), garantem que o perfil (x,x) seja um equilibrio de
Nash e que x seja evolutivamente estavel.

Como exemplo temos o jogo dos falcdes e dos pombos, ja visto no exemplo

, com a
0 2}

do caso em que A <0 e B > 0, com uma matriz de payoff' A :{

diferenca que aqui as estratégias x € y ndo sdo puras, mas sim mistas € a estratégia

residente x igual a estratégia mista [% %] , assim:

S TR SN O R [ S

E A = 4(xx) ~4i(y.x) = 0
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PRI I
0 2] |4 0 2| [4]) 3 3

Neste caso, temos que A= 0 e B>0. Esta situacdo esta ilustrada na Figura
4-27, onde temos y(x,w) e u(y,w) como funcdo de & e y; Observamos que a
superficie g(x,w) ¢ sempre maior ou igual a superficie de x(y,w) para todo
0<e<l e todo 0<y <1, isto & seja qual for a estratégia mutante
y= [yl 1- yl] e sua proporcao na populagdo & a estratégia pura e; devera ser
jogada em 2/3 das vezes e a estratégia pura e, em 1/3 das vezes. Isto é exatamente

o0 que significa jogar uma estratégia mista. [% JA ]

Figura 4-27 — Planos de payoffs representando uma estratégia residente x estavel ,
numa populacio sendo invadidas por estratégias em varias proporcoes.

De outra forma, admitindo-se que a invasdo de um mutante a populagdo ¢é
feita numa propor¢ao ¢ de mutantes contra (1-¢) de estratégia residentes, obtemos
as seguintes superficies para gigual a 0.1, 2/3 e 1/3 respectivamente.

Nas Figura 4-28, Figura 4-29 e Figura 4-30 temos as superficies de u(x,w)
em azul e de u(y,w) em vermelho. Variando-se o perfil [x y]‘v’OSxSl e

0 < y <1 e portanto, varrendo todos os perfis possiveis, consegue-se visualizar as
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regides onde w(x,y) > u(y,w) e as regides em que u(y,w) > u(x,w) para os

respectivos niveis de invasao.

2. ay,w)=il (x,w):
0.2
Sox

Figura 4-28 — Os planos de payoffs u(x, w) e z(y,w) para € = 0.1, ilustram as condicdes
de estabilidade evolutiva da estratégia residente x.

2.3 “fxw}ur_,w}

0, 0.2 ' %y

Figura 4-29 — Os planos de payoffs p(x, w) e t(y,w) para € = 2/3, ilustram as condicdes
de estabilidade evolutiva da estratégia residente x.
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X0 ) Fu(yw) :

ulx,w)=ufy,w)

0.4 og 28

1
%x o 1
Figura 4-30 — Os planos de payoffs z(x, w) e u(y,w) para £ = 1/3, ilustram as
condicdes de estabilidade evolutiva da estratégia residente x.

F

(B=A)<0 el
32- Se B<0—>¢ -4 _
(B—4)

Figura4-31-A=0eB<0

Observa-se a partir da Figura 4-31 acima, que a condi¢dao de estabilidade

evolutiva ¢ satisfeita V ¢ < 0. Na pratica ¢ impossivel que a propor¢do de uma

estratégia seja menor que zero, portando a condicdo de estabilidade evolutiva

nunca sera satisfeita. Os possiveis equilibrios sdo (x,x) € (3,y)

32
Por exemplo, considerando a seguinte matriz de payoff A = L 5} exey

estratégias puras.
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e H R
S R E A

Se adotarmos um & > 0 qualquer teremos;

/J(x,W)=[1 O]B 3{1;8}3—5

i) = [0 1]{3 2}{1 - g} C3i0s

3 5| ¢

45+

35t

25+ \‘

2

) L ) L ) L ) L 1
o 01 02 03 04 05 0B 07 0B 08 1

Figura 4-32 Figura 4-33

As figuras acima ilustram a estabilidade evolutiva da estratégia invasora y

Entdo p(x,w)< p(y,w) V0<e<1

33- B=0

Esta ¢ uma condi¢do particular em que todos os perfis de estratégias puras
(x,x), (x,y), (»x) e (y,y) estdo em equilibrio. Portanto qualquer estratégia mista z
formard um equilibrio simétrico (z,z). Neste caso a estratégia residente x nunca

sera evolutivamente estavel, desde que (B—A4)=0e 4=0.

Hx,w) - u(y,w) =(B-A)e+A=0V ¢
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A teoria dos jogos evolutivos afirma que a condicdo de estabilidade
evolutiva g(x,w) > wu(y,w) para uma dada propor¢do de invasdo ¢ implica na

existéncia de um perfil de equilibrio (x,x) e € equivalente as condigdes:

Lo plx,x) = p(y,x)
2. Se u(x,x) = p(y,x), entdo p(x,y)> t(y,y)

A andlise recém mostrada conclui, confirmando a teoria, que a condi¢do

H(x,x) > 1y, x) ndo garante que (x,w) > u(y,w), pois se B <0, ou seja, se z(x,y) <

uyy)e €= , H(x,w) > w(y,w) ndo ¢ satisfeita, porém garante que o perfil

-4
(B-4)
(x,x) seja um equilibrio de Nash, mesmo que os perfis formados por estratégias

mutantes (y,y) e estratégias mistas também possam ser equilibrios de Nash.

5 2
Se por exemplo, a matriz de payoff A = [3 4} , temos que A >0, B <0. Se

Zi, isto é, £ > )4 teremos:
(B—A)
1 ofs 2T%] 7
,Ll(X,W)Z =5
13 4] )] 2
(5) o 15 2T %] 7
,W = = —
HY 3 4] u| 2

Ou de forma mais ilustrativa, o mesmo pode ser visto na Figura 4-34.
Como, wx,w) = u(y,w), o payoff w(z,w), para z sendo qualquer combinagao
convexa de x e y, serd, pela linearidade de 1, igual a 7/2 indicando que a estratégia

mista [% %] sera uma melhor réplica para si mesma e portanto formard um

equilibrio simétrico {[%} {%}
ANV
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Figura 4-34 — Planos dos payoffs s(x,w), u(y,w) para ¢ = 2 mostram que a
condi¢io z(x,w)>p(y,w) ocorre nas mesmas condicdes em que £4X,y) > £«(y,X)

Se € < )5 , por exemplo, & = }4 teremos;

ﬂ(x,w)=[1 o]{s Z}WZE

3 44| 3

ﬂ(y,W)=[0 I]F 2}[%}&

3 4|%| 3

Assim, g(x,w) > (y,w) e,

=3.78

u(w,w) =

% %][5 2}{%}&;1.3333

3 44| 9 3

Vemos com esses resultados que [% %] ndo ¢ melhor réplica para si

propria, desde que a estratégia pura [1 0] obtém um payoff melhor contra ela.

2, 2,
Portanto o perfil {[ﬁ} [ﬁ}} ndo ¢ um equilibrio de Nash.
3 3
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Mesmo que z(x,x) < u(y,x), ou seja, se A <0, a condigdo (x,w) > w(y,w)

e . -4
pode ser satisfeita se u(x,y) > u(y,y), isto é,se B>0¢e &> B—A) Neste caso o

. s . . . B —A
unico equilibrio misto ¢ o formado pela estratégia mista ,
(B-4) (B-4)

=1- -4
(B-4)  (B-4)

onde

Na Figura 4-35 no ponto em que x; = 1 e y; = 0 temos B<0, A > 0 e u(x,w)
> y(y,w), porém se & > 1/2, por exemplo 2/3 Figura 4-36, naquele mesmo ponto

ux,w) < pl(y,w)

Os outros possiveis equilibrios, sdo equilibrios em estratégias puras (x,y) ou

1X).

u(x,w)

RRTTARY. —1;'."'_1‘.'_1-',-'_
B 05
: 0.4
0.2

0 0 %x

Figura 4-35 — As regides em que qualquer estratégia residente x sdo evolutivas
estaveis dependem nio s6 da condicio A>0, mas também do nivel de invasio &.

A condicdo u(x,x) < u(y,x) impede que (x,x) seja um equilibrio de Nash.
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""""'--..;q(qc,w)

" Trfx WV)-u {.1"'._'["} -
= B 0.4

ﬂ .

%y 0o %x

Figura 4-36 — Similar a Figura 4-35, mas com € =2/3

E o que a condi¢do de estabilidade implica em termos de equilibrio? Ela
sozinha ndo garante nenhum tipo especifico de equilibrio, mas garante sempre um
tipo de equilibrio qualquer na convergéncia. A condi¢ao de estabilidade g(x,w) >
H(y,w) garante apenas que as seguintes condigdes nunca serdo alcancadas.

1 - Evita que o equilibrio (y,y) seja alcangcado desde que, apos a evolugao, so6
sobrardo estratégias residentes x na populacdo e portanto a estratégia mutante nao

sera mais uma opgao.

- A . o
2-4<0,B>0¢e ¢<——. Estas condigdes levam aos equilibrios

(B-A4)

-4
(B-4) (B-4)

simétricos (x,y) € (v,x) € { } , mas nunca (x,x).

o . - A
3 — (x,x) ser um equilibrio evolutivo estavel se & > B Para4 <0,B >

Oe > (B_—AA)’ H(x,w) > u(y,w), mas (x,x) nao é equilibrio de Nash. Portanto o

uso do payoff esperado como aptidao pode acontecer num jogo onde (x,x) ndo €
um equilibrio de Nash. Este caso vai contra a afirma¢do que o payoff esperado
usado como aptidao sempre leva a evolugdo a encontrar uma estratégia x tal que

quando u(x,w) > u(yyw) VY y#0 o jogo convergird para um equilibrio
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evolutivamente estavel (x,x). Para usar o payoff esperado como aptidio ¢

necessario garantir que a propor¢ao da estratégia mutante £ nunca serd maior que

nao mais

, pois se isto for garantido, a condicdo A<0, B>0 ¢ & >

(B-A) (B—A4
existira e em todos os outros casos onde y(x,w) > u(y,w) o perfil (x,x) serd um

equilibrio evolutivo estavel.

Um resumo das condi¢cdes analisadas, se geram ou ndo estabilidade
evolutiva e quais e quais os equilibrios resultantes, estd apresentado na Tabela
4-1. Como observado 14 para que (x,x) seja um equilibrio estavel sdo exigidas uma

das trés condi¢des A>0, ou A=0 e B>0 exatamente conforme diz a teoria.

Nao geram Equilibrios Geram Equilibrios
estabilidade estabilidade
(x.x), () (x.x), (v.y)
A>0 A>0
B<0 B<0
| — A4
2> <
(B—A) (B—A)
A>0 (x.x), (v,x) A>0 (x,x)
B=0 B>0
c=1
x.y), (»x) (x.y) e (y.x)
A<0 A<0
B>0 B>0
< = A — A4
B (B—A) (B A)
A<0 v.y), (), (v.x) (x.x)
B<0 B>0
A=0 (x,x)
B<O0

Tabela 4-1 — Condicoes para equilibrio e estabilidade em uma populacio
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4.1 Assimetria e Estabilidade em Multi Populagoes

Uma hipotese mencionada anteriormente foi a existéncia de uma uUnica
populacdo de individuos. Em muitas situacdes, as interagdes acontecem entre
individuos de populagdes distintas. Na biologia, ndés podemos pensar em
competi¢des entre o dono de um territdrio € um intruso. A analogia na economia ¢
uma situacdo de mercado na qual o titular tem que competir com uma empresa
concorrente. Um outro exemplo seria um mercado com compradores e
vendedores.

Em uma situacao evolutiva, isto pode ser modelado através de multiplas
(grandes) populacdes, onde cada populagdo representa um  papel
(economicamente) distinto. Para maiores detalhes veja, Samuelson [Ref: 3] e
Weibull [Ref: 1].

Uma nocao bastante importante na teoria dos jogos evolutivos ¢ a diferenca
entre jogos simétricos e assimétricos. No primeiro caso os jogadores partem da
mesma condicdo inicial. Nao existem diferengas entre eles. Isto significa que eles
podem se comportar do mesmo modo ganhando o mesmo payoff. Assim,
diferencgas no tamanho, idade etc. ndo sdo levadas em conta. Porém muitos jogos
em sistemas reais sdo assimétricos e esta assimetria pode ser percebida de

antemao. Na biologia as interagdes s3o em sua maioria assimétricas.

Por exemplo, a competicao entre dois individuos de espécies diferentes por
um territorio de procriacdo, ocorre na maioria das vezes, entre um individuo ja
possuindo o recurso, isto €, o protetor, € um outro individuo tentando obter este
recurso, isto €, o invasor. A posicdo do protetor poderia trazer-lhe certas
vantagens na competi¢do as quais deveriam ser refletidas na matriz de payoff do
JOgo como uma assimetria.

O modelo que representa a interagdo entre individuos que pertencem a
grupos diferentes ¢ chamado de modelo de multi-populagdo. Este modelo
descreve conflitos nos encontros entre individuos de diferentes grupos ou
populagdes. Até mesmo se os individuos possuirem o mesmo conjunto de
estratégias e payoffs, o jogo, ainda assim pode ser representado deste modo. Note
que modelos deste tipo podem ser requeridos para examinar a dindmica de
algoritmos co-evolutivos. Além disso, desde que o modelo ¢ uma generalizagdo,

ele pode ser facilmente reduzido de volta para o modelo de uma populagdo. Note
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que no modelo de multi-populagdo as espécies ndo serdo extintas, desde que sdo
representadas por populagdes, contudo comportamentos dentro das espécies, que
sdo os diversos individuos ou estratégias dentro da populagdo irdo. Assim a
pergunta ¢, que combinagcdo de comportamentos sera alcancada através da

dinamica de sele¢ao neste modelo?

No caso de multiplas populagdes, cada jogador possui uma populagdo de
estratégias e escolhe uma de suas estratégias ao acaso para confrontd-la com as
estratégias dos outros jogadores. O tamanho da populacdo i de cada espécie pode
ser expressa como 7' ¢ o nimero de tipos especificos &, dentro da i-ésima espécie,

¢ n; . Cada populagdo consiste de diferentes tipos de individuos que se comportam

de uma maneira especificada. O tamanho das populagdes € constante, assim
espécies ndo se extinguem. Para ser constante ¢ necessario que se um tipo de
comportamento se extingue outro tipo de comportamento domine, ou surja na

populacgao.

Neste modelo uma interacdo ocorre entre espécies. Isto significa que ¢
selecionado um individuo de cada espécie e um payoff € associado a cada uma das

espécies na partida representada por um perfil.

Deixe P; ser o conjunto de individuos numa populagdo monomorfica i, com i
= 1,2. Em cada competi¢do, um membro de P; escolhido aleatoriamente,
encontra-se com um membro de P, escolhido também aleatoriamente para jogar
um jogo bimatricial (A,B). Como no caso de uma unica popula¢do, uma EEE deve

ser pelo menos um equilibrio de Nash. Entdo deixe x = (x,,x,) € ® =A, xA, ser

um par de estratégias no equilibrio de Nash, isto ¢,

T T
X, Ax, 2y, Ax, V y, € A,
Condicao 4-1

x1Bx, > yiBx, ¥V y, €A,

Ou seja, x € ,E(x) .

Para serem evolutivamente estaveis as estratégias em equilibrio de Nash

devem ser imunes contra qualquer estratégia mutante em uma ou ambas as
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populagdes. Suponha que algum mutante jogando a estratégia y, € A, apareca na
populagdo P;. Analogamente a Equacdo 3-3 um equilibrio de Nash (x;, x,) ¢ dito
ser estavel contra um mutante y; se a estratégia titular x; tem uma performance
melhor do que a estratégia y;. Foi visto que esta condigdo ¢ satisfeita se a
estratégia residente sai-se melhor contra si mesmo do que uma estratégia mutante
contra a estratégia residente, ou se a estratégia residente se sai melhor contra a
estratégia mutante do que a mutante contra si mesma, no caso em que ambas as
estratégias saem-se bem contra a estratégia titular (veja defini¢cdo 3.1 , condigdo i
e ii). Entretanto, em multiplas populacdes um jogador mutante na populagdo P,
somente encontra jogadores da populacdo P, e assim ndo encontra um colega
mutante da propria populacdo. Isto implica em que a segunda condi¢do torna-se
redundante e entdo, para uma estabilidade evolutiva, as estratégias do equilibrio
de Nash devem satisfazer a condi¢ao mais forte de que a estratégia titular de uma
populacdo se saia melhor contra a estratégia de outra populagdo do que qualquer

estratégia mutante. Conseqilientemente nds temos a seguinte defini¢ao:

Um requerimento minimo para que um perfil x formado pelas estratégias
concorrentes de todos os jogadores seja um perfil evolutivamente estavel ¢ que
cada estratégia x; de cada jogador i seja a unica melhor réplica para o perfil x,
desde que de outro modo a populagdo de um jogador i ficaria vulneravel a alguma
estratégia mutante y; que obteria um melhor payoff que x;.no perfil x.

Assim,

Hixpx) > pi(vixy) ¥y #xi, Vi el

Antes de continuarmos com o estudo sobre a estabilidade em jogos
assimétricos entre multiplas popula¢des, vamos aprofundar a visdo de como estas
populagdes interagem. A maneira abordada aqui vem da visdo de Selten® sobre

interagdes entre varias populagdes.

3 Reinhard Selten foi um dos fundadores de teoria dos jogos e da economia experimental e vencedor do

Prémio de Nobel em economia em 1994 junto com John F. Nash e John C. Harsanyi
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4.2 Definigédo - Par de Estratégias Evolutivamente Estaveis

Um par de estratégias (x,,x,) € ® ¢ um par evolutivamente estavel no jogo

bimatricial assimétrico G = (A,B), se ela satisfaz as condi¢des do equilibrio de

Nash, com desigualdade estrita, ou seja,

x| Ax, >yl Ax, V y, € A,
Condigao 4-2
x1Bx, > yI1Bx, V y, €A,

Selten notou que um par de estratégias evolutivo estavel ndo ¢ somente
estavel quando os mutantes aparecem em uma das populacdes, mas também
quando os mutantes aparecem simultaneamente em ambas populagdes. Mais
precisamente, se (x;x;) for evolutivamente estavel, entdo para qualquer
y=(y,,y,) €0 existeum &(y) € (0,1), tal que, para todo ¢ < &(y), temos que ou
x; se sai melhor contra w, do que y;, ou x; se sai melhor contra w; do que y», ou

ambos, onde w, =(1-¢)x, +gy,, i =1,2. Entdo, se mutantes aparecem em ambas

as populagdes simultaneamente, a estratégia titular se sai melhor em pelo menos
uma das populagdes e assim dentro desta populacdo os mutantes desaparecerdo.
Tao logo a fragdo de mutantes dentro desta populacdo seja bastante pequena,
segue da definicdo 4.2 , que na outra populacdo a estratégia titular se sai melhor
que a estratégia mutante e assim também na segunda populacdo os mutantes
desaparecerao.

Como vimos, um equilibrio de Nash satisfazendo as condigdes de
estabilidade evolutiva ¢ conhecido na teoria dos jogos tradicional como um
equilibrio de Nash estrito e tem a propriedade que x;, i = 1,2 é a inica melhor
réplica contra x;, j # i. Como ja discutido no Capitulo 3, esta propriedade implica
em que um equilibrio evolutivo estavel seja um equilibrio em estratégias puras.
Para relembrar, um equilibrio estrito de Nash nao associa qualquer probabilidade
as estratégias puras, tal que exista uma estratégia mista que seja uma melhor
réplica alternativa, pois do contrario iria existir pelo menos algum jogador para
quem duas estratégias puras dariam o mesmo payoff maximo a ele.

Em qualquer equilibrio ndo estrito as populacdes ndo sdo estdveis contra

mutantes que jogam as melhores réplicas alternativas. Entretanto, para uma
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grande classe de jogos, o equilibrio de Nash em estratégias puras ndo existe e

assim a teoria dos jogos evolutivos nao faz qualquer predi¢ao sobre os resultados.

4.3 Analise da Estabilidade Evolutiva em Multi
Populagoes

Por defini¢do, ndo existirda nenhuma melhor réplica alternativa, para
qualquer jogador, se o perfil x for um equilibrio estrito. Pode ser feita aqui, uma
pequena interven¢do para que notemos que a condicdo de um equilibrio estrito
realmente garante a estabilidade evolutiva e que a contabilizacdo do payoff pode
ser ajustada para transformar o que seria um equilibrio alternativo num equilibrio
estrito. No caso da existéncia de melhores réplicas alternativas, x; continuaria a ser
uma melhor réplica com um payoff igual ao das melhores réplicas alternativas,
sendo assim, a escolha de x; pela evolugdo, seria mero acaso. Porém porque trocar
algo que funciona, que ¢ confiavel e conhecido, por alguma coisa que possui o
mesmo desempenho, mas ainda nao ¢ totalmente conhecido? A questao parece ser
bem aceitavel e o calculo do payoff pode ser modificado de modo a transformar o
equilibrio alternativo em um equilibrio estrito. Porém, ao se decidir entre duas
melhores réplicas alternativas de modo a beneficiar a residente, a evolugdo podera
escolher qualquer uma das duas dependendo de qual apareceu primeiro. Como
percebemos, se a estratégia residente obtiver o mesmo payoff que a estratégia
mutante, qualquer uma das duas pode continuar na evolucdo dependendo apenas
do acaso, mas se um peso extra for adicionado a estratégia por ela ser residente, o
seu payoff sofrerd um acréscimo e se tornard maior que o da estratégia invasora.
Ou seja, seria um incentivo ao conservadorismo sem nenhum beneficio a
evolugao.

Suponha agora que x € @ seja um equilibrio de Nash e que y; ¢ uma melhor
réplica alternativa para o jogador i na partida representada pelo perfil x. O que
protegeria a estratégia x; contra o aparecimento de mutantes como a estratégia y; ?
Independente da sua propor¢do na populagdo, esses mutantes irdo ganhar o
mesmo payoff que as estratégias x; e por esta razdo, mesmo os critérios de
estabilidade fraca, em jogos com multiplas populacdes, tendem a rejeitar todos os

equilibrios ndo estritos de Nash. Assim, vamos partir do pressuposto que cada


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220895/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220895/CA

Cap. 4-ESTABILIDADE EVOLUTIVA E A DINAMICA DO REPLICADOR 107

jogador possui uma populagdo isomorfica de estratégias e que essa populagdo
pode ser invadida por uma estratégia mutante y; numa proporcao &.

Digamos que a populac¢do original do jogador um fosse formada por dez
estratégias x; e a populacado mutante fosse formada por nove estratégias originais
X; € uma estratégia mutante y;. A propor¢do de y; na populacdo ¢ de € = 10%

Se o jogador um escolher uma estratégia convencional x;, essa estratégia
pode competir contra uma estratégia x, numa probabilidade de 90%, ou contra

uma estratégia y, numa probabilidade de 10%.

Populagdo Populagdo Populagao Populagdo
Original do mutante do Original do Mutante do
Jogador 1 jogador 1 Jogador 2 Jogador 2

X1 X1 X2 X2
X1 X1 X2 X2
X/ X/ X2 X2
X/ X/ X2 X2
X/ X/ X2 X2
X; Xy X2 X2
X1 X/ X2 X2
X1 X1 X2 X2
X X X X2
X1 M X2

Portanto seriam formados dois perfis, um com as estratégias convencionais
(x1, x2) em 90% das vezes e um perfil mutante (x;, y,) em 10%

Se as estratégias de ambos os jogadores forem retiradas ao acaso, duas a
duas repetidas vezes, poderemos computar o payoff esperado que o jogador um
obtera jogando cada uma de suas estratégias.

Com o perfil x = {x;,x,} calcula-se o payoff do jogador um p;(x) =
wi({x,x2}) em 90% das vezes e com o perfil y = {x;,y,} calcula-se w;(y) =
Hi(x,y2) em 10% das vezes, o que € equivalente a estabelecer uma populagao
mista w = 0.1*y + 0.9*x e calcular x;(x;,w_;) onde w_; € a parte do perfil que ndo
pertence ao jogador um, ou seja, no caso, w_; = x; em 90% das vezes e igual a y,
em 10% das vezes.

O mesmo ¢ feito para a estratégia mutante do jogador um, y,, isto ¢, calcula-

se o payoff esperado 1;(y,w-r)
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E importante fixar que o perfil x é o perfil original (x;,x), sem muta¢des € o
perfil y ¢ um perfil mutante qualquer. Poderiamos considerar, por exemplo, num
caso menos geral, que a mutagdo ocorre apenas na populacdo do jogador um.
Neste caso x = (x;, x2) € y = (¥1,x2). Assim w_; serd, no caso, sempre igual a x.

Queremos saber agora, quem obtera o maior payoff. A estratégia residente
ou a estratégia mutante? Se u;(x) > w(y), para todo y # x, x € um perfil evolutivo
estavel e estard em equilibrio. Dentro da situacdo atual, isto ¢, com todos os
jogadores jogando as estratégias formadoras do perfil x, x; ¢ uma melhor réplica o
que significa que dentre as estratégias do jogador um ela obtém o melhor payoff
perante qualquer perfil concorrente que venha a aparecer. Caso a estratégia
residente ndo seja a melhor diante do perfil concorrente, ela ndo formara um perfil
evolutivamente estavel porque o jogador serd pressionado a mudar de estratégia
de acordo com a situacao.

Existe porém, uma aparente contradicdo sobre a exigéncia da desigualdade
estrita na Condicao 4-2. O desenvolvimento que vem a seguir, adotado por muitos
pesquisadores como a propria definigdo de equilibrio evolutivo estavel, levanta tal
contradi¢do e estabelece o parecer a ser adotado neste trabalho.

Um perfil x € @ é evolutivamente estavel, se para todo perfil y # x existir

algum &, € (0,1), tal que para todo ¢ €(0,¢,), e com w=¢gy+(1-¢&)x sendo um
perfil misto, 4(x;,w.;) > w(vi,w-i) V w.;

Relembrando que, para o caso de jogos como populagdo original

monomorfica de estratégias x, contaminada por uma estratégia mutante y temos,

wi(x, W) = Zlui (eikawﬁ' )X = ZeikA[gfiyfi +(l—e)x, ]Xi,k
k I

Onde, x; , € a propor¢do da estratégia pura k do jogador i na estratégia mista

Xi.

Do mesmo modo,

W (y,w,)= ZeikA[g_iy_i +(1-¢e)x, }Vi,k
k
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. , r ;o k k
Para ser evolutivo estdvel é necessario que Zei Aw_x,;, > Zei Aw_y;
k k

Em outras palavras, um perfil de estratégias x ¢ evolutivamente estavel se

existe para cada perfil mutante y # x uma barreira de invasdo £, tal que se y vier

numa dose menor do que essa barreira, pelo menos uma das estratégias x; originais
do jogador i, fard melhor contra a populagdo mista mutante do que qualquer outra

estratégia residente.

Vemos que wx;,w.) > w(yi,w;) é a propria definicio de unica melhor
réplica, que s6 acontece no caso de equilibrios estritos, pois é facil ver que a

proporgdo & de y; na populagdo do jogador um ndo influi em seu payoff (v, w-).

Desenvolvendo gi(x;,w.;) > u(yi,w.;) temos,

xiAi[Zgjxj} > yiAi[Zg/xj}

J#i J#EL

Onde x; sdo as estratégias dos outros jogadores e & suas devidas proporgdes

dentro da populacdo de estratégias daquele jogador.
Para duas populagdes este desenvolvimento torna-se,
XA, [g_l.y_i +(1-&_)x, ] > VA, [g_,.y_i +(1-¢ )x_l.]
EXANY X Ax - xAx ;> YNy, +VAx,—&,y,A X,
e (x ANy, —xAx,—yAy . +yA )+xAx,—y,Ax, >0
onde, 4, =x,Ax_, —y,Ax_ e

B, =xA vy —yiAy
Escrevendo de modo simplificado,

e,(B,—4)+4,>0 Equacio 4-2
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E importante observar na Equagdo 4-2 que o critério de estratégia
evolutivamente estavel da populacao i depende da distribuicao das estratégias nas
outras populagdes —i, ao contrario do caso com uma Unica popula¢do, € mesmo
que a estratégia residente do jogador i apareca predominantemente na sua
populacdo, ndo garantird a propriedade de ser evolutiva estavel. No caso de uma
unica populagdo, uma estratégia residente depende somente de sua propor¢ao na

populagao.

No caso de uma populacdo, se a estratégia residente for a melhor réplica
contra a estratégia mista w, ela tera sua propor¢do aumentada e acabard por
dominar a populagdo. Porém, se existir mais de uma populagdo a propor¢ao da
estratégia residente ndo influenciard diretamente o seu payoff. Se ela estiver em
maior ou menor quantidade que a estratégia mutante, obterd o mesmo payoff
contra a outra populacdo, portanto ndo havera evolucdo. Em outras palavras, no
caso de uma unica populacdo, o desempenho da estratégia residente depende de
sua propria propor¢ao na populacao, e no caso de multi populagdo, o desempenho
de uma estratégia residente em uma populacdo, depende das propor¢des das

estratégias nas outras populagdes.

Cada populagdo i tera uma Equacdo 4-2 a ser satisfeita para garantir a
estabilidade evolutiva do perfil em questdo. Existe porém, um caso particular, em
que 4, =x,Ax,—y,Ax, =0 ,ouseja x,A.x,=yAx ,noqualaEquagio 4-2
pode ser satisfeita, para qualquer &; ndo nula. Para isso basta que

B, =xA,y_,—y,A.,y_,>0. Assim, vemos que ndo necessitamos de desigualdade

estrita da Condigao 4-2 para garantir a estabilidade apontada pela Equacao 4-2.
Como conseqiiéncia desta incoeréncia consideramos neste trabalho que o
conceito mais apropriado para definir um perfil evolutivo estavel ¢ o da
estabilidade assintdtica que serd abordado mais tarde no capitulo 4.5 . L&
observaremos que a Condigdo 4-2 vai além da Equacao 4-2. Porém, a
desigualdade nao restrita também aponta equilibrios evolutivos estaveis nao de
perfis, mas de conjuntos de perfis com a propriedade de possuirem os mesmos
payoffs. Sendo os payoffs de perfis, nas faces do poliedro de estratégias mistas,
resultado de uma combinagdo convexa dos payoffs nos vértices correspondentes,
dizer que o conjunto de perfis representados por uma face é evolutivamente

estavel ¢ o mesmo que afirmar que todos os perfis de estratégias puras, contidos
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no conjunto de vértices dessa face, possuem o mesmo payoff e, portanto podem
ser escolhidos, sob este critério no caso da convergéncia de uma dinamica para
uma dessas faces atratoras. Adotaremos aqui como conceito geral de estabilidade
evolutiva a Condi¢do 4-1, ressalvando que para o caso especifico de perfis
isolados a Condic¢do 4-2 ¢ a condigdo valida. Como exemplo, observemos um jogo

nao simétrico de dois jogadores definido pelas matrizes de payoff a seguir.

X, W
(M, M]=x {(5,3) (6,3)}
»o [5G4 (42)

Observamos que o payoff da estratégia residente x; do jogador 1 contra a
estratégia residente x, do jogador dois, x;M;x,, € igual ao payoff da estratégia
mutante y; do jogador 1 contra a estratégia residente x, do jogador dois, y;M x>,
igual a 5. Constatamos porém, que a desigualdade estrita da Equagdo 4-2 se

mantém, pois

[1 o] [5 6][(1-¢,)]

, = =& +5
(X, W,) 5 4| & | 2
[0 1] [5 6][(-¢,))]
w(y,w,) = ? =-&,+5
5 4 &,

E assim g;(x;,w2) > wi(y,w2) V &> 0

Analogamente,
0] [3 4][(-¢)]
My (X, W) = =g +3
2 2 1 _3 2_ I 51 | 1
[0 1] [3 4][(-¢)]
My (yywy) = - Yl=—g +3
&

Portanto, t(x2,wi) > to(v2wi) V &> 0.
Nao se deve concluir que o perfil (x;,x2) é evolutivamente estavel, pois ndo ¢

assintoticamente estavel e a dinamica do replicador, ap6s uma leve perturbagdo do
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perfil (x;,x;) dentro de uma regido proxima a ele, ndo obrigatoriamente retornara
ao estado deste perfil, como mostra a Figura 4-37.

Outro argumento que reforca a escolha pelas desigualdades estritas
representadas na Condicdo 4-2, ¢ a natureza da dinamica do replicador, que leva
em conta ndo somente a proporcao das estratégias das populacdes concorrentes,
bem como as proporgdes na propria populagao e que, no caso deste exemplo,

seriam representadas pelas seguinte equagao:

Xip = [/ui (ezk W) = (W, w )]xi,k

x1,1:|_[1 0]]\/[1[1—82 gz]T_[l_gl 51]]\/[1[1_52 gz]Tkl_gl)

pos . 4
Dog kY E

no4r e 1

092t v e
(1= S oo
1

0.88

1 | 1 I
0.55 0.s9 0.92 0.94 0.95 0.95 1
X
1

Figura 4-37 — Perturbacdes de um estado situado num vértice do espaco de estados,
demonstrando que este estado nao é assintoticamente estavel.

Portanto, se o payoff de uma estratégia pura x,, = ef =x,, wx,w) =

w(yLws), e &> Y, o perfil original (x;, x,) ndo sera estavel.
Concluindo o ponto de vista quanto a estabilidade evolutiva em multiplas

populacdes, resumimos as condi¢des para um perfil ser evolutivamente estavel na

Tabela 4-2
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Condicao | Equilibrios Tipo de estabilidade
4,>0  |[(xx) () . )
1 (Perfil Assintoticamente Estavel)
B, <0
A4 >0 (x,x) o ,
2 (Perfil Assintoticamente Estavel)
B, >0
A =0 (x,x) | (Perfil Nao Assintoticamente Estavel)
3 ! (Face Assintoticamente Estavel)
B, >0

Tabela 4-2 — Condicdes necessarias para equilibrio e estabilidade

Um dos efeitos que pode surgir de matrizes ndo simétricas seria a auséncia

de equilibrios com o conseqiiente aparecimento de ciclos limites.

Por exemplo, o caso de dois jogadores onde o primeiro possui uma matriz de

payoff A, e o segundo uma matriz de payoff A, .

Xy s Xy Vs

A, =X 43eA2:x1 25
V 3 4 V 5 2

.. 1‘

.f.r

Nao existe equilibrio em estratégias puras quando 4; > 0, B; > 0, A,<0 ¢ B,

> (0.

A Equagdo 4-2 deve atender as mesmas condi¢des estabelecidas na Tabela

4-1 para um jogo com uma tnica populagao.
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Assim, as condi¢des que geram ao mesmo tempo estabilidade evolutiva e

equilibrio para € < (B—A foram resumidas na Tabela 4-2, para todo i € [ .

Neste caso, a dindmica do replicador, ou processo dindmico de sele¢do, nao
convergiu para nenhum vértice do poliedro de estratégias mistas, como pode ser

observado na Figura 4-38.

Em outro exemplo de dois jogadores, caso o jogador um esteja na condigao
1 especificada na Tabela 4-2 e o jogador 2 na condigdo 2, 4,>0, B;<0, A,>0 e
B>>0 respectivamente, ocorrera a estabilidade evolutiva das estratégias residentes

x; € x; dos jogadores um e dois, desde que estas mesmas condi¢des implicam em:

(B, —4)+4, >0¢

&(B,—4,)+4,>0

x, 1t ————— —_— —
/ — — \
0.9 a
/ T
08" |

o a
0.6 - /ﬁ &

05- % |
W
0.4 \ \ - ¢¢ H
— / ¢
0.3~ - H
AN —
0.2- \ \ _ f
0.1 t - < / ¢ 1
OL_,_\J;\F L | - l | - | Ly
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X1

Figura 4-38 — Divergéncia da dinimica do replicador, por nio existirem equilibrio
no jogo.

Demonstrando numericamente este exemplo e fazendo por questdo de

simplicidade x;= x;, = (1,0) e y; = y» = (0,1) temos:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220895/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0220895/CA

Cap. 4-ESTABILIDADE EVOLUTIVA E A DINAMICA DO REPLICADOR 115

Xy s XN
Al = Xl 5 1 e AZ = Xz 6 1
yi |12 3 v, |4 3

X, Y,

Observa-se que existem dois possiveis equilibrios, o formado pelas
estratégias originais de ambos os jogadores (x;x;) e o formado pelas estratégias

mutantes (y,)2).

Verificando as condi¢des de estabilidade temos:

&(B, —A4)+4,>0

Onde,

1 o] [5 1] 1] [o 1] [5 1] [1
A =xAx, —yAx, = 2 3 ol”~ 2 3 0
4,=5-2=3>0

LT TRERT

B =1-3=-2<0

Azzszle—yzAlez[l ° [j H LIJ_[O ! [461 ﬂ Lﬂ

A, =6-4=2>0

BZ:szzyl—yzAzylz[l ! {461 ﬂ m_[o ! {‘61 ﬂ m

B,=1-3=-2<0
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— A4 .
Entdo, para um ¢, < ' :g, a condigdo &,(B, —4,)+ A4, >0 serd

1 Al

e -4 .
satisfeita e para um &, < 2 124 :% a condi¢do &(B, —4,)+ A4, >0 também
27 2

sera satisfeita.

Sera que existe um equilibrio misto? Para encontrar este equilibrio fazemos:

IR L )

S5x,41-x, =2x,+3-3x, > 5x,=2>x,=%

Entdo a estratégiax, = [% ¥ ] seria um equilibrio contra si propria.

E para o jogador dois teriamos:

SRR A P R Y

ox, +1-1x, =4x, +3-3x, > x, =%

Para o jogador a estratégia x, = [ 1A %] seria um equilibrio contra si propria.

Porém os tnicos equilibrios obtidos pela dindmica do replicador, como pode ser

1 1
observado na Figura 4-39, sdo os equilibrios em estratégias puras {O} { 0}}

1 1

ndo ¢ estavel.
ANRFA

0| |0 ) ) s .
e.{{ } { }}, portanto sdo evolutivamente estdveis. Ja& o equilibrio misto
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2 (1,1)
0.9} N
0.8} VvV N o e — T T A7
07} T S T P

35> 0.6 . R |
ost |y v o - N T
0.4¢ J J o = T ~ NN N i
A — ~ =~ A\ i
02f , , — = <=—T— " ~ N |
01t e e === T~

0
(0,0 0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 09

Figura 4-39 — Convergéncia da dinimica do replicador para os dois equilibrios
em estratégias puras do jogo.

Porém sabe-se que se a estratégia x, e A,Viel e x; que ¢ combinacdo

convexa dos vértices de A for uma melhor réplica contra si propria, entdo qualquer

outra estratégia mista x, € A também ¢ melhor réplica contra x; .

Se wi(x1,x2) > wi(yix2) € paxr,x2) > wo(xg,y2) entdo o perfil (x;,x;) € um

equilibrio de Nash.

1 )} 5 1 2, 13
ﬂl(xl,x2)=[é A]L J{;}=? Equagio 4-3
5
1 o][5 1T%] 13
ﬂl(elaJ’2): |:2 3} ;:|:? Equagio 4-4
/5
o 1[5 1] 13
ﬂl(ezayz):[ ]{2 3 ;}z? Equacgéo 4-5
AL/s

Assim se ,u](el,xg) = ,u;(ez,xg) entdo Ly(y,xz) = ,u;(el,xg) = ,u](ez,xg) vV oy

o - 1,2
combinagdo convexa das estratégias puras e’ e e”.

Portanto se p4(x;,x2) = ti(v1,x2) ¥V y;melhor réplica alternativa para x.

X, X,) =
s (x5 x,) 10 2

% w6 4T#]_35_7
1 3| %
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R L
i 1 3]0] 2
oy U A6 4T0)_7
et 13172
s %6 1] 35 _7
My (X, X,) = 4 3]y ~10"2
L [roJfe 1K 7
iy (ey,x,) = 4 3__%_—5
, o 1fe 1Tx4] 7
Hy(es,x,) = IR

Se (!, x;) = (e, x;) entdo w(vs x;) = (e, x;) = w(e2xl) ¥ y;
combinagio convexa das estratégias puras e’ ¢ ¢’
Portanto se (x2, x;) = (v, x1) ¥ ya, x; € melhor réplica alternativa para

x;.€ o perfil {x;x,} ¢ um equilibrio de Nash

Porém o que garante que o processo evolutivo ird escolher x; e ndo y; se x;

ndo ¢ estritamente melhor do que y;?

Por outro lado, fazendo ¢, =25e s, =1/3ex;=1ex,=1 temos:

£,(B, — A)+ 4, =%(—2—3)+3=§>Oe

£,(B, — 4,) + 4, =§(—2—2)+2=%>0

1|1
Estas duas condi¢des indicam a estabilidade evolutiva do perfil {{O}[O}}

de estratégias puras. Para estes perfis de estratégias puras obtém-se as Figura 4-40
e Figura 4-41 que mostram que u;(x;,wz) > i(y,w2) € to(xa,wy) > to(vawi). As
Figura 4-42 e Figura 4-43 mostram que se as estratégias fossem mistas os
equilibrios de estratégias residentes em cada uma das populacdes s6 ocorreriam

para as propor¢des & < 3/5 e g < 1/2 respectivamente.
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Figura 4-40

Figura 4-41

_ __;uz(xz,w,j

B S

Figura 4-42 Figura 4-43
As figuras mostram as regides de estabilidade evolutiva em ambas as populagoes

E um perfil de estratégias mistas pode ser evolutivamente estdvel? Para

averiguar observemos as superficies p(x;,wz), HOV1LW2), wX2W1), HY2W1),

considerando x; =[1/2, 1/2] e x> =[2/5 3/5].

Figura 4-44 Figura 4-45
As figuras mostras as regioes de estabilidade evolutiva em ambas as populagdes
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Da Figura 4-44 podemos observar que caso a estratégia mutante do segundo
jogador y;, seja [2/5 3/5] e conseqlientemente a estratégia mista w; seja [2/5 3/5],
Hi(x,wi) = (v, w2) ¥ y; como esperado através das Equagao 4-3, Equacao 4-4 e
Equagao 4-5, isto ¢, variando-se x; de um vértice a outro do poliedro de
estratégias mistas, x(x;,w;) sera sempre o mesmo. Isto ¢ um entrave ao
estabelecimento de um perfil misto em equilibrio de Nash que seja evolutivamente
estavel, pois se para toda estratégia x, s (x,wz) € o mesmo, entdo como pode um
processo evolutivo se decidir por alguma x? E importante lembrar que se neste
exemplo x; ndo for a estratégia mista [1/2 1/2] a estratégia mista do jogador 2 [2/5
3/5] ndo sera mais uma melhor réplica, em vez disso uma de suas estratégias puras
devera sé-la e portanto o perfil {{ ¥ } {%}} Vv x# {%} nunca sera um

I-x| | % )
equilibrio de Nash.

Pode-se observar, além disso, que existe uma interdependéncia entre as
estratégias mutantes y; e y, dos dois jogadores para que ;(x;,wz) > (2, w2)

sempre, que ¢:

1. Sey;>12=y,>3/5
2. Sey; < 1/2 :>y2<3/5

Ou seja, se o jogador um souber que a taxa de infeccdo do seu oponente ¢
menor do que 3/5, ele devera providenciar uma propor¢do de mutantes sempre

maior que 1/2. Esta afirmagdo pode ser visualizada na Figura 4-46.

Apesar de p;(x;,wz) > pi(ya,wa), pa(x2,wi) < pio(v2,w;) como pode ser visto na
Figura 4-47. Sendo assim x, ndo ¢ uma melhor réplica para w; e o par (x;,x;) ndo ¢

evolutivamente estavel.

Para finalizar, estudemos um caso em que nao existe equilibrio de Nash em

estratégias puras. Este caso estd descrito pelas seguintes matrizes de payoff.

X, Vs X, W

A =X 2 5 e A, =X 4 3
v, |5 2 vy, |3 4
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%2 0 05 S

Figura 4-46 — Regido em que a estratégia residente x da primeira populacio
€ evolutiva estavel.

06

Y2 0 pos

Figura 4-47 — A estratégia invasora y da segunda populacio é evolutiva
estavel.

Estas duas matrizes ndo sdo simétricas o que provoca a ciclagem observada

na Figura 4-48.

’ <ﬂ>

Figura 4-48 — Matriz de payoff de um jogo sem equilibro de Nash em estratégias
puras.
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O equilibrio misto sera

R ISAT 1A

1
2w, +5=5w, =5w, +2-2w, > w, :{ﬁ}
2

S SN

1
4w, +3-3w, =3w, +4-4w, > w, :[A}

) 1
Entdo o perfil misto {?} {ﬁ} ¢ um equilibrio de Nash.
2 2

122

Para averiguar se ele ¢ evolutivamente estavel testamos se i(x;,wy) >

Hi(V2,w2) € ti(x,wi) > (v, wi)
&(B, —A4)+4>0

Onde;

AlleAlxz—ylAlxzz[l ° E ﬂ [(1)}[0 ! ﬁ ﬂ Lﬂ

A4 =2-5=-3<0

Bl=x1A1y2—y1A1yz:[l ! E ﬂ m_[o ! E ﬂ m

B, =5-2=3>0e&>1/2

e NI R R I

4,=4-3=1>0

B, = ylAzxz—ylAzyz:[o ! B ﬂ m_[O l] B ﬂ m

B,=3-4=-1<0 ¢ g<1/2
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1((1
Entao o perfil {{O}{O} ¢ evolutivamente estavel desde que ¢; < 1/2 e & >

1/2, mas nao ¢ equilibrio de Nash, como se pode deduzir da Figura 4-48.
J& o perfil P P ¢ um equilibrio de Nash, mas ndo ¢ evolutivamente
2 2

estavel como vemos nos célculos a seguir.

&(B, —4)+4>0

Onde,
Va 2 5 ] 1— 7 5 |
A, =xAx, =y, Ax, :[A A] % _LVI yl] s
5 21 | K 5 21 14
o170
2 2
2 25 1- 25
B1:x1A1y2_y1A1y2:[/2 A] P2 _b}l yl] &
5 2| |1-y, 5 2| |1-y,
7
B, :5"'6)/1)’2_3)/1_3)’2_2
7 7
82(E+6y1y2—3y1—3y2—2j>0—>5+6y1y2—3y1—3y2—2>0
_ aonl [4 3] [u] s ou] 403 ¥
A, = xA,x, —x Ay, = -
3 4] |'» 3 4| |1-y,
w=l-Too
2 2
1- 4 3 ) 1- 4 3
B, =y A%, = »Ayp, :b/l 4 5 _bl il &
3 4| |4 3 4| [1-y,

7
Bz=5—2y1yz+y1+yz—4

7 7
«91[5—2%% + +y2—4j>0%5—2y1y2 +y+y,-4>0
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Assim as duas condigdes devem ser satisfeitas.

1. %+6y1y2 -3y, -3y,-2>0

7
2. 5_2)’1)"2 +y+y, —4>0

Porém essas duas equacgdes sdo opostas em relacdo ao plano zero. Quando
uma for maior que zero a outra serd menor e vice versa como pode ser visto na

Figura 4-49. Portanto as duas condigdes nunca serdo satisfeitas simultaneamente e

)
o perfil {[ﬁ} {%}} ndo serd evolutivamente estavel.
2 2

0.5 |
Plano Zero 7"2 +6y,y -3y f-3y_,-2 _

%y2 0 0. 0.4 0B
Ganed

Figura 4-49 — Planos ilustram as condicdes incoerentes

A Figura 4-50 confirma que a dindmica do replicador ndo converge para o

equilibrio misto {[%} [%}
AV
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(1,1)
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Figura 4-50 — Nao convergéncia da dinimica do replicador.

4.4 O Significado Econémico da Estratégia Evolutiva
Estavel
Vimos que o conceito de estratégia estavel evolutiva ndo ¢ nada mais nada
menos, do que outro refinamento do conceito do equilibrio de Nash. Se uma EEE
existe, entdo ela ¢ uma estratégia de equilibrio proprio e assim a EEE ¢ robusta
contra perturbacdes. Além do mais uma EEE € estavel contra mutantes e ¢
assintoticamente estdvel com respeito a dindmica de replicador. Estes ultimos
resultados mostram que o comportamento racional nao é necessario para se obter
um equilibrio mais sofisticado. Uma populagdo de jogadores genéticos que
herdem os comportamentos de seus pais € capaz de alcancar uma EEE quando a
descendéncia ¢ determinada pela aptiddo dos jogadores. Entretanto, ndo ¢ facil
aplicar estes resultados na economia.
Em primeiro lugar a dindmica de replicador sempre conduz ao equilibrio de
Nash. Infelizmente o equilibrio de Nash freqiientemente revela maus resultados
para a sociedade como um todo. Esta afirmag¢do, pode ser ilustrada pelo PDG
(jogo do dilema dos dois prisioneiros). No equilibrio de Nash obtém-se o pior
resultado, ambos os jogadores possam obter payoffs mais altos jogando uma

estratégia dominada. Em termos simplistas o equilibrio de Nash pode parecer um
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mau resultado, enquanto o perfil de cooperacdo mutua gera os melhores payoffs
para ambos os jogadores. Porém ¢ importante observar o risco associado no perfil
de cooperagdo mutua. Vale a pena ganhar mais sob um risco tdo alto? Se um
prisioneiro coopera, ele correrd o risco do outro prisioneiro ndo cooperar e com

isto obter um payoff pior do que o que ele ganharia no equilibrio.

Opinides simplistas como esta, do caso do dilema dos prisioneiros inspirou
muitos autores a desenvolver modelos de jogos tedricos nos quais os jogadores
cooperam jogando estratégias dominadas. Muitos artigos em jogos repetidos sdo
dedicados a este topico. Infelizmente a teoria dos jogos evolutiva nao é muito util
na sustentacdo do comportamento cooperativo. Pior ainda, no jogo do falcdo e do
pombo [ o equilibrio de Nash selecionado pela EEE produz o pior equilibrio de
Nash possivel. Fazendo a = d = 0 e conseqiientemente b > 0 e ¢ > 0, pode
facilmente ser visto que ambos os jogadores obtém um payoff maior em qualquer
um dos dois equilibrios em estratégias puras. Assim a EEE ndo sustenta
comportamento cooperativo em jogos 2x2 do tipo I ou do tipo III. Isto pode
explicar porque vdrios artigos em jogos evolutivos tém sido focados
explicitamente em jogos de coordenacdo. Sem divida tais jogos de coordenacdo
podem ser sustentados por EEE. Para levar a populacao de um resultado EEE, em
jogos de coordenagdo, para outro, sdo necessarios consideravelmente menos
mutantes do que para ir da pior EEE para a melhor EEE e vice versa e entdo, o

resultado mais eficiente ¢ muito provavel de acontecer.

Para jogos 2x2 do tipo I e do tipo III, pode-se concluir que a substitui¢ao
da suposi¢dao habitual de racionalidade em economia pelo critério de aptidao
bioldgica ndo ¢ de qualquer ajuda na sustentacdo do comportamento cooperativo,
porque, basicamente, ambas as suposi¢cdes conduzem as estratégias de melhor
réplica e entdo os unicos possiveis resultados sdo os equilibrios de Nash, todos
dos quais sdo ineficientes no sentido de Pareto. SO para esclarecer, se pudermos
encontrar uma forma de melhorar a situacdo de um individuo sem piorar a
situagdo de nenhum outro, teremos uma melhoria de Pareto. Se a situa¢do permitir
uma melhoria de Pareto, entdo ela nio ¢ eficiente no sentido de Pareto, ja que
ainda pode melhorar. Caso a situacdo nao permita uma melhoria de Pareto, entdo

ela é eficiente no sentido de Pareto.
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Outras idéias tém que ser exploradas para modelar a cooperagdo. A literatura
recente, no campo da sociologia e psicologia, oferece uma saida substituindo a
aproximagdo de racionalidade economica por racionalidade procedural (de
conduta), ver Simon [Ref: 45], especificando uma regra de comportamento. A
estratégia do olho por olho (Tit for Tat), bem conhecida da teoria dos jogos

repetidos, pode ser vista como um exemplo de tal regra de comportamento.

4.5 Analise da Estabilidade da dinamica do replicador

Neste capitulo ¢ feita uma abordagem matematica da dinamica do

replicador, incluindo uma répida passagem por equagdes diferenciais ordindrias.

Em qualquer processo evolutivo a taxa de crescimento de um determinado
individuo dentro da populagdo, dependera do critério de avaliagdo deste individuo.
Utilizando-se o payoff ganho numa competicao, o individuo se sobressaird se seu

payoff for maior do que os dos demais.

Sendo assim, a mudangca da propor¢do de um individuo dentro de sua
populacdo pode ser avaliada pela dindmica do replicador, onde a quantidade de
clones de um individuo na proxima geragao sera uma fun¢ao da sua performance

no jogo.
Quando o payoff representa o efeito incremental do jogo em questdo,
obtemos a seguinte dindmica.

iy = (et w) = pw.w e,

Onde u(e*,w) é o payoff da estratégia k contra uma populagdo num estado
w e u(w,w) € o payoff médio desta populagao.

A dindmica do replicador esta diretamente associada ao operador de sele¢ao
de um processo evolutivo, podendo seguir varias linhas como a replicagdo por
imitacdo que precisa de informag¢do externa e onde os jogadores trocam

mensagens.

Como forma de iniciar a analise de convergéncia de tais dindmicas sera
apresentado uma breve passagem sobre o assunto das equacdes diferenciais

ordinarias.
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4.6 Equacgbes diferenciais ordinarias

Um sistema de equagdes diferenciais ordinarias ¢ um modo clédssico de se
representar matematicamente um processo deterministico dindmico e continuo no

tempo.

Esta aproxima¢do também ¢ usada na teoria dos jogos evolutivos, onde o
processo dindmico em questdo se preocupa com a mudanga no tempo da
distribuicdo das estratégias dentro de uma populagdo. No caso padrio, a interagdo
entre os individuos se da através de competicoes entre pares de individuos
selecionados aleatoriamente. Estes pares de individuos, ou podem ser escolhidos
de uma tnica populagdo, ou sdo escolhidos aleatoriamente de cada uma das

populacdes concorrentes para o caso em que existem varias populagdes no jogo.

Uma questdo primordial em tais dinamicas ¢ se um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias determina unicamente como o estado da populacdo evolui
sobre o tempo, ou seja, se podemos avaliar a cada geracao evolutiva, a propor¢ao
de cada uma das estratégias na populagdo, através de um sistema de equagdes
diferenciais, previamente estabelecido. Outra questdo importante, a saber, € se a
populagdo converge para um determinado estado e se convergir, para qual estado

a populagdo convergira.

As equagdes diferenciais que governam o movimento de sistemas dindmicos
freqiientemente sao muito complicadas e geralmente nao fornecem solugao exata,

principalmente quando as equagdes sdo ndo lineares.

Em geral equagdes diferencias podem mudar com o tempo, como sdo os
exemplos da dependéncia de processos biologicos ¢ do crescimento econdmico
por fatores externos como o tempo. Se o sistema de equagdes diferenciais nao
depender do tempo ¢ chamado homogéneo e este € o tipo de dindmica a ser focado

exclusivamente como parte desta abordagem.

Deste modo o ambiente externo no qual serdo estudados os processos de
selecdo evolutiva serdo considerados fixos e invariantes no tempo, pois pela
introducao de fatores externos variantes no tempo, como variaveis de estado com
equacdes diferenciais associadas por sua dependéncia no tempo, pode-se
transformar um sistema de equagdes diferenciais dependente no tempo em um

sistema homogéneo. Além do mais s6 serdo consideradas equagdes diferenciais de
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primeira ordem, isto ¢, equagdes diferenciais que contém derivadas de primeira
ordem, sem derivadas de ordens mais altas. Isto ndo se torna nenhuma restricao
real, desde que, introduzindo-se derivadas de primeira-ordem como variaveis de
estado, qualquer equagdo diferencial de segunda ordem pode ser transformada em
uma equacdo de primeira ordem e assim por diante. Por exemplo, considere o
sistema de um oscilador harmonico amortecido. A dinadmica deste sistema ¢ dada

pela seguinte equacdo diferencial de segunda ordem:

Mg+ Bg+Kq=0

Pode-se escrever esta equacdo como uma equagado de espago de estado.

dlq|_ q
dt|q| |—-(K/Mq—(B/M)qg

Defina x =(gq,q) como o estado do sistema. Desde que este sistema ¢ linear,

podemos determinar a sua estabilidade examinando os polos deste sistema.

Aqui todas as derivadas serdo em relagdo ao tempo e ndo com relacdo a
alguma das varidveis de estado. Deste modo as equacdes sdo ordindrias € nao
parciais como o seriam se tivessem que ser derivadas em relag@o as variaveis de

estado.

Resumindo, serdo focados os sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem, homogéneos no tempo.

Um sistema, de k equagdes, pode ser escrito na forma vetorial como:

X =@(x) Equacio 4-6
Com x sendo a derivada do estado x em relagdo ao tempo.

Onde x=(xl,_,xk)=@= dx, | dx,
dt e dt
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@ ¢ o mapeamento de um conjunto aberto X c R‘em R*. Aqui

x=(x,...x,) € X é o vetor de estado, X ¢ o espacgo de estado e o lado direito da

Equacao 4-6 especifica a dire¢do e velocidade da mudanga de estado para cada
ponto x no espaco de estado X. A funcdo ¢ ¢é chamada de vetor campo. Para cada
componente x; do estado x, ¢(x) € R ¢ sua derivada no tempo. O vetor campo esta
ilustrado na Figura 4-51.

A primeira pergunta que surge, uma vez que o sistema de equagdes
diferenciais definido pela Equacgdo 4-6 foi estabelecido, ¢ se ele tem, no sentido
exato, uma solucdo e, nesse caso, se a solugdo ¢ inica. Além disso, h4 a pergunta
de se a solucdo ¢ global, no sentido de definir o estado em todo o tempo (passado
e futuro). Formalmente, uma solu¢do local através de um ponto x € X no sistema
da Equacdo 4-6, ¢ uma fun¢io & - ,x”): T—X, onde T é um intervalo aberto
contendo 7 = 0, tal que &(0,x”) = x” e tal que a Equagdo 4-7 abaixo valha para todo

t € T. A solugdo sera global se 7= ‘R.

Figura 4-51 — Vetores campo tangentes a uma trajetoria no espaco de estado.

df(;,tx ) _ ¢[§(t,x°)] Equacio 4-7

A solucio & - ,x”) = x” ¢ a linha tracejada que parte do ponto x” e a medida
que o tempo avanga ela percorre o espaco X, transformando 7—X. Como
admitimos que esta solugio comegou em x”, a sua posi¢io para ¢ = 0, &0,x") é

igual a x”. Caso estejamos no ponto x’ num tempo posterior ao tempo para o qual
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a solugdo passou por x” e o tempo volte atras, numa viagem ao passado, a posigio

em X faria o caminho de volta para x’.

Deste modo, se & ¢ ,x”) for o lugar geométrico em X da solu¢do de um
sistema de equagdes lineares, substituindo & ¢ ,x”) na Equagio 4-6 temos a

Equacao 4-7.

A existéncia e singularidade de uma solugdo local estdo garantidas para
todos os vetores de campo ¢ que sdo suficientemente suaves. A condi¢do
chamada de continuidade de Lipschitz ¢ um pouco mais estrita que continuidade.
Relembre que ambos os estados x € X e seus vetores campo associados ¢(x), estdo
no mesmo espaco Euclidiano 9#. Conseqiientemente a diferenca em comprimento
e direcao do vetor campo ¢ pode ser medido de forma significativa para quaisquer
dois pontos x, y € X pela mesma métrica Euclidiana, que ¢ usada quando se mede
uma distdncia em X € %#*. A continuidade de Lipschitz requer essencialmente que
exista algum A € R, constante, tal que a diferenga em comprimento e dire¢ao de ¢
para quaisquer dois estados x, y € X, seja menor que a distancia entre os estados
Allx- y||. Mais precisamente e numa versdo local ligeiramente mais fraca, uma
fungdo ¢ : X— %', onde X < 9, é localmente Lipschitz continua, se para todo
subconjunto compacto C c X, existe algum nimero real A, tal que a Equacdo 4-8

seja valida para todo x, y € C.

lo(x) = ()] < A|x - ] Equacio 4-8

Se o vetor campo ¢ possui as primeiras derivadas parciais continuas, entao

ele ¢ Lipschitz continuo e se ¢ for Lipschitz continuo entdo ele ¢ continuo.

A implicacdo reivindicada para a singularidade e existéncia de uma solugao
local no sistema 1.1 ¢ um resultado classico chamado teorema de Picard-Lindel6f.
Este teorema diz que se X < % for aberto e o vetor campo ¢ : X—9%" for
Lipschitz continuo, entdo o sistema 1.1 possui solu¢do unica & ¢,x"):T — X, para

todo estado x” € X. Além do mais & ¢,x”) é continuaem ¢ € Te x € X. [Ref: 7]

Aqui foi considerado que todos os estados relevantes pertenciam a algum

subconjunto compacto C do dominio X do vetor campo ¢ . Mais precisamente,
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temos x” € C e &t x") e Cparatodo ot € T(x"), onde T(x") = R ¢ o intervalo
aberto de tempo no qual a solugdo através de x” esta definida. Normalmente X = R
e C ou ¢ o simplex A de estratégias mistas de um jogador, ou C ¢ o poliedro @ de
perfis de estratégias mistas do jogo em questdo. Em tal situagdo alguém poderia

mostrar que a solugdo através de qualquer ponto x” € C é global. [Ref: 39]

Suponha que X < R seja aberto, que @ ¢ Lipschitz continuo e que C ¢ um
subconjunto compacto de X tal que & ¢ ,x”) € C para todo x” € C et e T(x".

Assim T(x”) pode ser levado em R e a solugio & R x C — C admitird trés

condicoes:
H0x)=xVxeC, Axioma 4-1
&t &sx)] =&t +s,x)Vxe C, Vs, te R Axioma 4-2
& € continua Axioma 4-3

O Axioma 4-1 diz que o estado apods ¢ = 0 unidades de tempo ¢ idéntico ao
estado inicial. A Axioma 4-2 diz que o estado apds ¢ + s unidades de tempo ¢
idéntico ao estado inicial obtido pelo primeiro axioma &(0,x) = x, seguindo a
solugdo através do estado inicial por s unidades de tempo chegando no estado y =
&(s ,x) e entdo seguindo a solugdo que passou pelo estado y por outras ¢ unidades
de tempo. Veja a Figura 4-52. A terceira condi¢do diz que as solugdes sdo fungdes
continuas, tanto no tempo como também com respeito ao estado inicial. A ultima
propriedade simplesmente significa que quando observado em qualquer momento
fixo ¢ € R, a trajetoria da solugdo através de qualquer estado inicial y° proximo a
x° fica proxima a trajetoria da solugio através de x”. Desde que na pratica pode ser
dificil obter a informagao precisa sobre o estado inicial exato, esta propriedade ¢é

claramente uma propriedade de robustez desejavel.

Consideremos agora, que D = (R,C,{) defina um sistema dindmico no
espaco de estado C < X, no tempo continuo ¢ € R ¢ com solugdo & estando de
acordo com as trés condigdes expressas pelos Axioma 4-1, Axioma 4-2 ¢ Axioma
4-3. De agora em diante iremos requerer os sistemas de equagdes diferenciais

ordinarias vistos na indugdo de tais sistemas dindmicos D.
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.
& x)=x

Figura 4-52 — Ilustracido do Axioma 4-2

No estudo destes sistemas dinamicos os conceitos de trajetoria, Orbita,
invariancia, estacionariedade e estabilidade sdo de total importancia. A trajetoria

~ . . 0 . , ~ .
(solugdo), ou caminho, através de um estado x” — C ¢ o grafico da solucdo &( ' ,x).

Formalmente, ¢ o subconjunto dos seguintes pares de tempo e estado:

7(x*) = {(t.x) e Rx C: x = E(t,x°)} Equaciio 4-9

Em outras palavras, a trajetéria 7(x”) contém toda a informagio de como o
estado evolui sobre o tempo. Em contraste com a oOrbita através de um ponto no
espago que sO nos diz quais pontos sdo alcangados, mas ndo quando.
Formalmente, a 6rbita ®x”) através de um estado inicial x’, ¢ a reflexdo de todo o

eixo do tempo na solugdo &( ¢,x ) tragada em X.

y(x") = {x e C:x=&(t,x") para qualquer t € 91}

2 I
| ‘.---___ :_\-_--H | - [ 1 -
05 -"#,.r'”:---—-q-:“.\‘ \‘-. 05 i
{ =y X3 o
X ] .L“ I .
4 ((@))) | ®-
os =S .
" e o~
. ... —— y 161, -
L"\-\._ . - E] -,
15
: 15 1 fat- E 05 1.5 2
.Tr
(a) (b)

Figura 4-53 — (a) érbita y. (b) trajetéria t
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Equivalentemente pode-se pensar na orbita #(x”), como sendo a projecio da
trajetoria 7(x”) no espago de estado C. Escreve-se {4) < C, quando 4 — C, para a

. - 0 0
unido de todas as orbitas (x") comx € A.

Em muitas aplicagdes estaremos interessados no conjunto de estados que

~ r . 0 roe
serdo alcangados ap6s o sistema ter passado em x . Para este proposito define-se
e . g 0 ‘s 0
como Orbita adiante ou semi-oOrbita que passa pelo estado x”, como a orbita Hx")

para todo ¢ > 0, ou seja, ¢ a Orbita projetada pela trajetoria a partir do tempo ¢ = 0.
rH(x%) = {x e C:x=E&(t,x") para qualquer t > 0}

O Conjunto 7'(4) é definido como a unido de todas as semi-orbitas 7 (x”)

comx’ € A.

4.7 Invariancia e Estacionariedade

Um subconjunto de estados 4 — C ¢é invariante perante uma dada solugdo &
se a oOrbita completa através de qualquer ponto em A permanece dentro A. Em
outras palavras, se o estado ¢ sabido estar em A4, em algum ponto no tempo, entao,
para ser invariante ele ja esteve e sempre devera estar em A. O conjunto ¢
positivamente invariante ou invariante adiante, se a solucdo através de qualquer
ponto em 4 permanecer para sempre em A. Formalmente um subconjunto 4 — C ¢
invariante se (x”) < 4 para todo x’ € 4. O conjunto é positivamente invariante se

}/+(x0) C A para todo +’ e A.

Como propriedade dos conjuntos invariantes, temos que a unido e intersecao
destes conjuntos, também sdo invariantes. Se 4 — C for invariante, entdo também
o serdo seu, fecho 4 < C, seu complemento B = C N ~4, seu interior int(4)  C
e sua borda bd(4) — C.

Lembrando que a vizinhanga de um ponto x < R" é o conjunto aberto U —
R" que contém x.0 complemento de um conjunto X < R", ~X, ¢é tudo que esta fora
do fecho de X. O interior de um conjunto X < R", int(X) é o subconjunto de
pontos x em X, tal que X contém qualquer vizinho de x. A borda de um conjunto

X, bd(X) é o conjunto de pontos y € R", tal que toda vizinhanga de y contém
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algum ponto de X e algum ponto de ~X. O fecho de um conjunto X c R", X, éa

unido de X e sua borda. Se um conjunto for fechado ele ¢ igual ao seu fecho.

No caso de processos evolutivos onde as coordenadas sdo proporgdes das

estratégias na populagdo o espago ¢ um conjunto fechado A4, para;

{xCA:xe[O,l]1 x---x[0,1], :nzNe—Nj}

Onde Ne ¢ um numero total de estratégias no jogo e Nj € o numero de
jogadores. Como cada jogador possui m estratégias e as proporcdes dessas m
estratégias somam 1 cada um deles contribui com m-1 dimensdes para o simplex
de estratégias mistas. No caso de dois jogadores cada qual com duas estratégias

nosso n = Ne — Nj = 4-2 = 2 dimensdes como consta nos exemplos.

Sendo assim, as Orbitas sempre estardo dentro do simplex de estratégias

mistas e por isso este poliedro ¢ um conjunto invariante.

J4

Uma importante classe dos conjuntos invariantes ¢ a dos estados
estacionarios, isto €, estados sem nenhum movimento. Um estado estacionario sob
uma solugdo &, ¢ um estado x € C, tal que &(¢,x) = x para todo ¢ € R. Em outras

palavras a trajetoria ndo se move, logo o vetor campo ¢(x) = 0.

Um sistema linear invariante no tempo, da forma x = 4x, possui um unico
ponto de equilibrio se 4 nao for singular. Se A for singular o sistema possui um
nimero infinito de pontos de equilibrio que estdo contidos no espago definido por
Ax=0.

Os estados estacionarios também sao referidos como pontos de descanso,
pontos criticos ou equilibrios. Assim um estado x € X € estaciondrio se € somente
se a orbita y(x) através de x € o singleton {x}, ou, equivalentemente, se e somente
se o conjunto 4 = {x} for invariante. Expresso em termos de um sistema de
equacgodes diferenciais ordinarias, um estado x € C ¢é estacionario se e somente se 0
vetor campo ¢ se anula em x, isto é, ¢(x) = 0. Para compreender isto, note que se
o vetor campo se anula em x € C, entdo uma solucdo para o sistema da Equagdo

4-6, através de x € &(t,x) = x para todo ¢. Pelo teorema de Picard-Lindelof, esta ¢ a
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unica solucdo através de x, por isso x é estacionario. Inversamente, suponha que
&(t,x) = x, para todo ¢, seja a solugdo através de x, entdo fica claro que d&(t,x)/dt =

0 para todo ¢ e que pela Equagdo 4-7, ¢(x) = 0.

Uma conseqiiéncia util dos Axioma 4-1, Axioma 4-1 ¢ Axioma 4-3, é que se
a solucdo converge no tempo, entdo o estado limite € necessariamente
estacionario. Se uma solugdo através de algum estado de inicial x, tende, com o
passar do tempo, a algum estado y, entdo o vetor campo deveria ser fraco proximo

ay e se anular em y.

Formalmente se x,y € Ce lim, , &(¢,x) = y, entdo y € estacionario.

Note, entretanto, que a convergéncia de uma solucdo em dire¢do a um ponto
nao implica que o ponto serd alcancado em um tempo finito. Na realidade, a
menos que o sistema esteja inicialmente em um estado estaciondrio, nunca estara
em um estado estaciondrio: Se x # y e y for estacionario, &(¢,x) # y para todo ¢
finito. Se y for estacionario entdo uma solucdo através de y ¢ uma solugdo
constante &(¢,y) = y para todo ¢ e pelo teorema de Picard-Lindelof esta € a unica

solugdo de y.

4.8 Conceitos de Estabilidade

Estabilidade pode ser vista intuitivamente como um tipo de bom

comportamento em torno de um ponto de operagdo desejado.

Deixe D = (#,C, &) ser um sistema dindmico. Veremos aqui duas nogdes
distintas de estabilidade: estabilidade no sentido de Lyapunov e estabilidade
assintotica, aplicadas tanto para um estado x € C, como para um conjunto de
estados 4 € C. Um estado x € C ¢ estavel no sentido de Lyapunov se nenhuma
pequena perturbacdao deste estado leva o sistema para outro estado longe de x.
Enquanto a estabilidade no sentido de Lyapunov requer que ndo haja nenhum
movimento para longe do estado a partir de um pequeno empurrao, a estabilidade
assintotica requer que haja uma atracdo de volta para aquele estado. Deste modo,
um estado x € C ¢ assintoticamente estavel, se ele for estavel no sentido de

Lyapunov e todas pequenas perturbacdes do estado impliquem num movimento
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de volta para este estado. Por definicdo, estabilidade assintdtica implica em

estabilidade no sentido de Lyapunov.

O conceito de longe ou perto de um estado estd relacionado com a regido
onde sdo respeitadas as propriedades e restricdes sob as quais se deseja estar.
Dizemos que o estado foi para longe se esta regido de destino nido contém as

propriedades que se deseja que a regido de origem tenha.

Formalmente, um estado x ¢ estavel no sentido de Lyapunov, se toda
vizinhanga B de x contém uma vizinhanga B’ de x, tal que &(t.x") € B para todo x”
e B”n Cet>0. Um estado x é assintoticamente estavel, se ele é estavel no
sentido de Lyapunov e existe uma vizinhanga B’ tal que a Equagio 4-10 ¢ vélida

para todox” € B” n C.

}1_)11;1 Et,x")=x Equagio 4-10

! - Lyapunav

2 - Assintatica

Figura 4-54 — Estabilidade assintotica versus estabilidade de Lyapunov

Se apd6s uma perturbacdo o estado voltar para x, ele ¢ assintoticamente
estavel? Pode-se questionar o fato de que se o sistema voltar para o estado inicial
ndo seja assintoticamente estavel. E facil construir um contra exemplo que mostre
que a convergéncia de um estado ndo implique necessariamente em estabilidade.
Por exemplo a 6rbita vista na Figura 4-55 se inicia em B’ ¢ acaba voltando para
B’, porém ndo sem antes sair do conjunto compacto C antes de convergir para o
estado x. Assim, x ¢ instavel no sentido de Lyapunov a despeito do estado da
convergéncia. Chamar este sistema de instavel ¢ bastante razoavel, desde que a

regido fora de C ¢ uma regido onde o modelo ndo ¢ valido.
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Geometricamente, a solugdo particular &1x”) ¢ estavel se qualquer
movimento iniciado dentro do conjunto B’ permanece dentro da vizinhanga B de
B’ para todo o tempo. Se o movimento se aproxima de x” € B’, quando t — o, a
solugdo trivial € assintoticamente estavel e se ela atinge a fronteira do conjunto
Bem um tempo finito, ela ¢ instdvel. Solugdes periddicas no tempo, nao
perturbadas, sdo representadas por Orbitas fechadas no espago e podem

caracterizar movimentos de equilibrio.

Figura 4-55 — Exemplo de orbita instiavel por ndo respeitar a regiio onde o modelo
seja valido

Assim, denotando uma dada orbita fechada por yx”), se toda orbita na
vizinhanga de #(x”) permanece na vizinhanga de ¥x”), entdo o movimento ¢ dito
orbitalmente estivel. Se as orbitas se aproximam de #x”) quando t — a0, o
movimento ndo perturbado ¢ chamado assintoticamente orbitalmente estavel. De
outro modo, se existirem Orbitas que tendem a sair da vizinhanga de ;{x()) (ou
aproximar de ¥x”) quando ¢/ — - ), o movimento ndo perturbado ¢ dito
orbitalmente instavel. Estabilidade orbital de um sistema ¢ também conhecida
como estabilidade no sentido de Poincaré¢ e estd associada com trajetorias

fechadas, geralmente conhecidas como ciclos limites.

Uma questdo de particular interesse em sistemas nao lineares ¢ a existéncia
de trajetorias que implicam em movimento periddico. Ciclos Limites sdo
movimentos de equilibrio no qual o sistema possui movimento periddico. Tal
defini¢ao ¢ oposta ao conceito de pontos de equilibrio, ja que estes estdo em

repouso. No caso dos ciclos limites, devemos falar em estabilidade orbital. Para se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220895/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220895/CA

Cap. 4-ESTABILIDADE EVOLUTIVA E A DINAMICA DO REPLICADOR 139

obter um ciclo limite estavel é necessario que o estado x” seja instavel. Como
conseqiiéncia, trajetorias de pequena amplitude movem-se para fora, a medida que
o tempo passa. Por outro lado, trajetérias de grande amplitude devem se mover
para dentro. Existem dois critérios para a existéncia de ciclos limite:

Teorema de Poincaré-Bendixson. Seja D um dominio finito que ndo contém
pontos estacionarios e do qual as trajetérias nao partem. Entdo D contém um ciclo
limite.

Critério de Bendixson. Dados os sistemas de equagdes diferenciais
ordinarias x=¢@(x) e py=¢(y), se a expressio O@/Ox+ O0@/0yndo for
identicamente nula e n3o mudar de sinal no dominio D, entdo a equacdo

diferencial ndo apresenta Orbitas fechadas em D.

Note que o critério da estabilidade de Lyapunov ¢ equivalente ao
requerimento de que toda semi-orbita que sai de B’ esteja contida em B, ou seja,

7(B"n C)cB.

O estado x deve ser estacionario de modo a ser estavel, desde que de outro
modo a solug¢do & seria conduzida para longe de x, mesmo na auséncia de uma
perturbagdo, como uma mutacdo. Portanto se o estado for estdvel no sentido de

Lyapunov, ele ¢ estacionario.

As defini¢des precedentes sobre os tipos de estabilidades de um estado x —
C podem ser facilmente estendidos para conjuntos de estados 4 — C. Desde que
necessitemos considerar a convergéncia para um conjunto fechado em vez da
convergéncia para um ponto, serdo necessarias mais trés consideragdes
matematicas. Em primeiro lugar, a distdncia entre um ponto y < C e um conjunto
fechado 4 — C ¢ medida como a minima distancia entre y e qualquer ponto a em
A. A notagdo usada aqui ¢ d(y,4) = min,c4(v,a). Em segundo lugar, diz-se que a
solugio & - ,x") converge para um conjunto fechado A = C, escrito &( ¢ ,x")——>
A, se a distancia d(4 ¢ ,x"), 4) converge para zero quando ¢ —> oo . Note que isto
ndo requer que a solucdo seja convergente. A terceira e tltima consideracao, ¢ que
entendamos por vizinhan¢a de um conjunto fechado A, um conjunto aberto B que

contém 4.
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Assim, em relagdo a um conjunto 4 — C, a estabilidade no sentido de
Lyapunov se d4 quanto toda vizinhanga B de 4, contém uma vizinhanga B’ de 4,
tal que 7'(B” N C)  B. Um conjunto fechado 4 — C ¢ assintoticamente estavel se
for estavel no sentido de Lyapunov e se existe uma vizinhanga B’ de 4, tal que &( ¢

,xo)z_m—> A para todo LeB nC.

Quando um conjunto fechado 4 < C for estavel no sentido de Lyapunov,
entdo ele & positivamente invariante, ou seja, toda solu¢io &t ,x”) através de todo

ponto X’ ed, permanece em A.

Um conceito muito 1util, proximamente relacionado com aquele da
estabilidade assintética, ¢ o da bacia de atragdo de um estado x € C, ou de um
conjunto fechado de estados A — C. Como o nome sugere, esta bacia ¢ o conjunto
de estados iniciais que submetidos a uma certa dindmica sdo puxados para o ponto
X, ou para o conjunto 4 em questdo. Mais precisamente, a bacia de atracdo de um
estado x, é o conjunto de estados x” tal que a solugdo através de x” converge, no
tempo, para x. Do mesmo modo, a bacia de atracdo de um conjunto 4 € o conjunto
de pontos iniciais, tal que a solucao através de cada um destes pontos iniciais
tende para 4. Note, entretanto, que neste ultimo caso da bacia de atracdo de um
conjunto, que a solug@o ndo precisa ser convergente. Basta que sua distancia para
o conjunto 4 em questdo, convirja para zero. Formalmente, pode-se tratar estados
individuais e conjuntos de estados com a mesma matematica: A bacia de atracao
de um conjunto fechado 4 = C ¢ o conjunto {x” € C: & ¢ ,x")iw > A}. Um
conjunto A < C, ¢ chamado de atrator, se sua bacia de atragdo estiver na
vizinhanga 4. Conseqlientemente um estado ou conjunto estavel no sentido de
Lyapunov ¢ assintoticamente estdvel, se e somente se, este estado ou conjunto, for

um atrator.

Das defini¢des acima, nota-se que a estabilidade ¢ uma dependéncia
continua e uniforme das condigdes iniciais e sao locais. Um ponto de equilibrio ¢
estavel no sentido que atrai solugdes iniciais proximas a ele, mas pode ndo atrair
solucdes com condigdes iniciais distantes. O conjunto de todas as possiveis
condi¢des iniciais que converge para o mesmo atrator ¢ chamado bacia de
atracdo. Neste caso, o estudo sobre a estabilidade do sistema ¢ feito através da

perturbagdo das condi¢des iniciais.
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Numa analogia como um sistema mecanico mostrado na Figura 4-56 de
massa, mola, amortecedor temos as seguintes comparagdes entre as defini¢des de

estabilidade e energia mecanica:

Sistema
Mala

Amortecedor
Amortecedor .

l

SN

X

7

Figura 4-56 — Sistema mola amortecedor

1. Energia nula corresponde ao ponto de equilibrio x para o qual x =0

2. Estabilidade assintotica implica na convergéncia da energia

mecanica para zero

3. Instabilidade esta relacionada com o aumento da energia mecanica

4.9 Método Direto de Lyapunov

Um método geral para estabelecer a estabilidade de estados individuais, ou
de conjuntos fechados de estados, ¢ o método direto de Lyapunov. A idéia ¢

intuitivamente simples e serd aplicada em trés contextos distintos.

Em primeiro lugar deixe 4 < C ser um conjunto fechado para o qual se quer
demonstrar a estabilidade no sentido de Lyapunov para uma determinada
dindmica & no conjunto compacto C. Suponha que encontramos alguma fungao
real e continua v definida numa vizinhanga D do conjunto A4, tal que v(x) é zero

em A e positiva fora de 4.

Considerando fungdes deste tipo que sejam independentes do tempo, v(x),
temos as seguintes defini¢des:
1. A fungdo u(x) é dita positiva definida se existir um conjunto 4 < C,

fechado, tal que u(x) € positiva para x € A4;
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2. A funcdo u(x) ¢ dita positiva semidefinida se existir um conjunto 4 c C,
fechado, tal que v(x) > 0 para x € 4;

3. A defini¢do de fun¢do negativa definida ¢ andloga;

4. A func¢do o(x) ¢ dita indefinida se nao for nem definida, nem
semidefinida. Neste caso, qualquer vizinhanga arbitrariamente pequena de x”
contém tanto pontos para os quais v(x) assume valores positivos, como pontos
para os quais v assume valores negativos.

Suponha, além do mais, que v, avaliada ao longo de qualquer solu¢dao em
seu dominio D, ndo cres¢a com o tempo. Se for assim, tenderemos a achar que, ao
menos para os estados iniciais suficientemente préximos de 4, o sistema nao se
movera para longe de 4. Existem algumas sutilezas, decerto, envolvendo a
possibilidade de que o sistema se mova para algum minimo local de v,y ¢ 4 e/ou
em direcdo a borda do dominio D de v. Entretanto a estabilidade no sentido de

Lyapunov de 4 pode, de fato, ser provada.

Suponha que 4 < C ¢ fechado. Se existir alguma vizinhanga D de 4 ¢ uma
fungdo continua v : D — R obedecendo as Condicao 4-3 ¢ Condi¢do 4-4 abaixo,

entdo o conjunto 4 ¢ estavel no sentido de Lyapunov.

u(x) =0, se e somente se x € 4 Condicdo 4-3

U &tx) S oux),sex g A, t>0e &sx) e DV s e [0,t] Condicao 4-4

Suponha agora que 4 < C ¢ fechado. S6 existird uma vizinhanga D de 4 e
uma funcao continua v : D — R, obedecendo as Condigao 4-3 e Condigao 4-5, se

e somente se A for assintoticamente estavel.

U &tx)) < ux),sex g A, t>0¢e &s,x) e DV s € [0,f] Condicio 4-5

Aparecem duas desvantagens a partir destes resultados. A mais aparente ¢
que nenhum método ¢ dado de como encontrar a fungdo de Lyapunov. Realmente
esta € uma questdo de intuigdo e sorte, entretanto ha uma classe de fungdes de
entropia que funcionam bem em muitos contextos de dinamicas dos jogos
evolutivos. A segunda desvantagem ¢ que condi¢des de monotonicidade como as

Condigdo 4-4 e Condigao 4-5 sdo de dificil verificagdao. Entretanto se a dinamica &
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for a solugdo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (Equacdo 4-6), e o
vetor campo associado ¢ for continuamente diferenciavel, entdo cada uma das
duas condi¢des de monotonicidade podem ser substituidas por uma condigdo
suficiente, intuitiva e operacional. Nesta aproximagdo alternativa usa-se o mapa
de contorno da funcao valor v e o vetor campo ¢, respectivamente € ndo sera
necessario nenhum conhecimento das solugdes explicitas para o sistema de

equacgdes diferenciais.
Novamente a idéia basica ¢ simples. Em qualquer estado x no dominio D
C da fun¢do valor v, a direcdo do steepest ascent de v ¢é determinada por seu

gradiente que ¢ um vetor ortogonal a curva de nivel (isoquanta) de v, através do

ponto x.

Vo(x) = (0v(x)/ ox,,...,00(x)/ bx, )

A derivada direcional de uma funcdo v(x), mede a taxa de variacdo de uma
funcdo em relacdo a distdncia em uma determinada direcdo e pode ser obtida pelo
produto escalar do gradiente por um vetor unitario na direcdo desejada. Como
queremos estudar u(x), na direcdo da solugdo &( ,x), utilizamos como direcdo o

vetor campo @(x) e portanto a taxa de variagdo de v(x) na direcdo de @(x) a por
V () ().

Se a ¢ o angulo entre os dois vetores ¢ € Vv entdo Vurg € igual a
|(o||V u| cos(ar) que sera maximo quando cos(a) = 1 ou quando ¢ estiver na direcao

do gradiente Vv e neste caso a derivada direcional sera

Vu|. Logo o gradiente de
uma fungdo esta na direcdo e sentido nos quais a fungdo v possui sua taxa maxima

de variagao.

Igualmente o vetor ¢(x) aponta na dire¢do tangente da curva de solug¢ao &(°

,X) através de x. Conseqiientemente, v ¢ decrescente ao longo da solugdo & se o

produto interno V u(x)-¢(x) for negativo.
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Pela regra da cadeia da diferenciagdo, este produto interno ¢ igual a derivada

no tempo da funcio de valor em x = &(¢ ,x").

@,(x)=Vo(x)ep(x) Equacgiod-11

L) Zau(x)[dgh (t, x)} Z@U(x)

h=l1 axh h=1 ﬁxh

Garantindo que a solugdo permanece no dominio D durante algum intervalo

de tempo [0,7], a integracdo da Equacao 4-11 da:

ole,x")-vlx")= [ Volg(s,x")e ple(s,x) s Equagio 4-12

Assim, se o produto interno Vu(x)-¢(x) for negativo para todo x ¢ A4 no
dominio D, entdo claramente a Condicao 4-5 ¢ obedecida. Igualmente pode-se
mostrar que se V u(x)-¢(x) ndo for positivo para todo x ¢ 4 no dominio D e 4 for

um conjunto conectado, entdo a Condicao 4-4 ¢ obedecida.

Um conjunto conectado ¢ um conjunto que ndo pode ser dividido em dois
subconjuntos nao vazios, tal que cada subconjunto nao possui nenhum ponto em

comum com o fecho um do outro.

Suponha que 4 < C seja fechado. Se existir uma vizinhanca D de 4 e uma
fungdo continuamente diferenciavel v: D — R., obedecendo as Condi¢ao 4-3 ¢
Condicao 4-6, entdo A ¢ assintoticamente estavel. Suponha que 4 < C seja
fechado e conectado. Se existir uma vizinhanga D de 4 e uma fungao
continuamente diferenciavel v : D — Ry, obedecendo as Condi¢ao 4-3 ¢

Condigdo 4-7, entdo A4 ¢ estavel no sentido de Lyapunov.

Vo(x)-p(x)<0 VxegA Condiciio 4-6

Vo(x)-p(x)<0 VxgAd Condic¢io 4-7

Note que os requerimentos topoldgicos no conjunto de estados 4 em

questdo, sdo trivialmente encontrados no caso especial de um estado singular. Se

A = {x} para algum x € C, entdo A4 tanto ¢ fechado, como ¢ conectado.
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Como pela Equagdo 4-6 ¢(x)=x, fazemos Vou(x)-p(x) = Vou(x)-x, de
modo que expandindo este produto interno temos:

{a_v 2}
‘ 0, ox, x_l ov oL Equacio 4-13
v=Vu(x)-x= =X e X,

Teorema da estabilidade de Lyapunov 1: Se existe para o sistema da

Equagdo 4-6 uma funcdo positiva definida u(x;, ..., xx), cuja derivada o(x,,---x,) €
negativa semidefinida ao longo da 6rbita, 7' (x”) entdo a solugdo trivial ¢ estavel.

Teorema da estabilidade de Lyapunov 2: Se existe para o sistema Equagao

4-6 uma fun¢do positiva definida o(x;, ..., xx), cuja derivada O(x,---x,) ¢

negativa definida ao longo da orbita »'(x”), entio a solugdo trivial é

assintoticamente estavel.

Teorema da instabilidade de Lyapunov 1: Se existe para o sistema da

Equagdo 4-6 uma fungdo positiva definida u(x,, ..., xx) cuja derivada O(x,,---x,) €

positiva definida ao longo da trajetéria da Equagdo 4-6, ¢ v pode ter valores

positivos para pequenos (x;...xx) entdo a solugdo trivial € instavel.

Nos teoremas acima, em todos os lugares em que aparece positivo e
negativo pode ser trocado por negativo e positivo, sem a perda da validade dos
resultados. A dificuldade para se usar estes teoremas, ¢ que eles ndo nos dizem
nada sobre como construir uma fungdo de Lyapunov, considerando que exista
uma. No caso em que o sistema autonomo (homogéneo) da Equacdo 4-6
representa um problema fisico, ¢ natural, primeiro considerar, a fungdo energia

total real do sistema como possivel fun¢ao de Lyapunov.

4.10 Método Indireto de Lyapunov

Este método também ¢ chamado de método da linearizacdo e permite
investigar a estabilidade local de um sistema nao-linear através do seu modelo
linearizado. Os sistemas ndo lineares sdo aproximados por truncamento da
representacdo em série de Taylor em torno dos pontos de equilibrio e a sua

estabilidade é estudada através dos autovalores. Trata-se de um resultado de
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grande relevancia pratica, pois serve de base para projetos de controladores

utilizando modelos linearizados em torno do ponto de operacao nominal.

Para classificagdo dos equilibrios, consideremos pequenas perturbacdes &()

sobre a solucao x(¢),

X(t) = x(t)+&(t) = x(t) = X(1) + £(t) = p(X + &)

E considerando x = ¢(x) temos que,

e(t)=p(x +¢&)—p(x) Equacio 4-14

Para pequenas perturbagdes & o lado direito da Equagdo 4-14 pode ser
desenvolvido em uma série de Taylor desprezando-se os termos de segunda ordem

em diante.

£(t) = p(¥) +Vo(X)e —p(X) =Vo((x)e = J&

Onde J ¢ a matriz de derivadas parciais de primeira ordem chamada matriz

Jacobiana.
ox, 0Ox, ox,
op, 09 0Py
J=ox, ox, ox,
| Ox,  Ox, ox, |

Considerando a equacao caracteristica,
det (J-AI)=0 Equagio 4-15
Onde I é a matriz identidade € 4 sdo os autovalores da matriz Jacobiana J.
Para encontrar os autovalores devemos resolver a equacao caracteristica.

Os autovalores da matriz constante J, fornecem informacdes sobre a

estabilidade local e podem ser reais ou complexos. Seja A = Re(A) + ilm(A) , onde


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220895/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0220895/CA

Cap. 4-ESTABILIDADE EVOLUTIVA E A DINAMICA DO REPLICADOR 147

Re e Im sdo as partes real e imaginaria do autovalor. Do teorema do método

indireto de Lyapunov temos as seguintes afirmacoes.

1. Se o modelo linearizado for estavel, mas ndo assintoticamente estavel,
existe algum autovalor de J localizado sobre o eixo imagindrio e nada se pode
afirmar sobre o sistema da Equacao 4-6.

2. Se o modelo linearizado for assintoticamente estavel os autovalores de J
terdo parte real negativa e o sistema da Equacdo 4-6 sera assintoticamente estavel
em torno do equilibrio.

3. Se o modelo linearizado for instavel, com a parte real de algum dos
autovalores positiva, entdao o sistema da Equacgdo 4-6 sera instavel.

Para exemplificar admitamos um sistema determinado pela dindmica do

replicador,
%, =[utel .0 - u(x.n)y,

E conseqiientemente, da Equacdo 4-6, ¢, (x) = [”,- (e}, x)—u,(x, x)]xl.

Para um jogo com dois jogadores e cada um deles com duas estratégias,

temos:

o, (x) = [ul (e/,w,)—u, (wl,wz)]x1 , onde x; ¢ a proporgdo da estratégia pura e,
igual a (1 -g;) e w; € a distribuigdo da segunda populagdo mista.

0,(x) = [uz(e;,wl) —u,(w,,w, )]xz, onde x, € a propor¢do da estratégia pura

e),igual a (1 -g7) e w; ¢ a distribuigdo da primeira populagio mista.

o(x) = [1 O] a alz_ _1_52 _[1_51 51] _all a;y l-¢, N
1 ay dx | &s a dxn & 1

o(x,) = [1 O] {bn blz_ _1_51}_[1_52 52] _bn b12:| {1_51} x
’ by by | & 1D by & ’

Desenvolvendo as equagdes temos:

ox,)= [an +(a, —ay)e, —a,(1-g)1-&) +a,&(-¢) +a,(l-¢)e, +a2251521X1

o(x,)= [b21 +(by, —by)e, —b (1-¢)1—&,) +b,6,(1-¢) +b,(1-¢,)g +b2251521x2
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ou,

o(x,) = [all +(a, —a ) )1 -x,)—a,xx, +a, (1-x)x, +
a,x,(1=x,) +a, (1—x )(1-x, )1X1

o(x,) = [bZI +(by, =0y )1 =x)) = by x,x, + by (1= x,)x, +
b, (1= x,) + by, (1= x )1 = x,)

A matriz Jacobiana A4 sera:

op, O,
_| Ox, Ox,
7= 60, o
0, ?,
ox, Ox,
o9,
1 _
o X, + @y, — X, —20,,X,X, — @y X, +20,X,X, —2a,,X, +2a,,X,X, —ay, +ayXx, +
1
2a,,X, —2a,,X,X,
op
| 2 2 2 2
=apX, —apX, —apX) —dy X Fa X HanX; Hanx; —dyX,
ox,
op
b _ 2 2 2 2
PV by x, —=by,xy —by x5 —by X, + by x5 +b,x; +byyx, — by x5

1

op
ze =Dy, x, + by, —b,x, —2b),x,x, = b, x, +2b, x,x, —2b,Xx, +2b,,X,x, —b,, + by, x, +
2

2b,,x, —2b,,x,X,

Da equacao caracteristica Det(J-AI) = 0 podemos calcular os autovalores.

o, on

De ox, ox, :(%_ J[@(Dz _/lj_% 0o, _
Jdp,  Op, 1 ox, 0ox, ox, Ox,
ox, ox,

_onop ,0p 00 o 000 _ o (Op Op |, 04 0p Op Op
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2
- Equacio 4-16
o, ox, ) o ox, o, o, ox, o,

2

/11,2 =

Agora, analisemos mais especificamente, o caso em que 4 = z(x,x) — w(y,x)
<0e B = uxy)— u(y,y) > 0. Com ja foi visto, os pares (x,x) e (),1), ou seja, 0s
pares formados apenas com estratégias residentes ou apenas com estratégias
mutantes ndo sdo equilibrios de Nash. Os equilibrios serdo formados, neste caso,
com uma das populagdes apenas com estratégias residentes € a outra apenas como

estratégias mutantes (x,y) e vice-versa (1,x).

Considerando um jogo em que as matrizes de payoff dos jogadores sao:

a, a,| [03 06 b, b,] [03 06
A= = e B= =
a, a,| [05 02 b, b,| 05 02

Visto do lado do jogador 4, temos o seguinte jogo,

I 2
€, €,

el {(0.3,0.3) (0.6,0.5)}

(0.5,0.6) (0.2,0.2)

2
€

Onde sdo observados os equilibrios em estratégias puras (ef,eé) e (ell,ezz).
Agora vamos investigar os possiveis equilibrios mistos. Para isto deve haver uma
estratégia mista numa populagdo para a qual existam pelos menos duas estratégias
puras da outra populagao que jogadas ambas contra esta estratégia mista ganhem o
mesmo payoff. Sendo assim, temos para cada um dos vértices do poliedro de

estratégias mista payoffs iguais.
[1 o] [03 06 x, | [o 1] [03 0.6 X,
05 02| |1-x,| 05 02| |1-x,

0.3x, +0.6—0.6x, = 0.5x, +0.2-0.2x, —> x, =2/3
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Qualquer estratégia mista da populagdo 1 serd uma melhor réplica para a
estratégia mista [2/3,1/3] da populagdo 2, pois se 0s payoffs nos vértices sao

iguais, qualquer combinacao convexa deles também o sera.

Podemos fazer o mesmo para segunda populacdo, ja que a matriz de payoff

dela ¢ igual neste caso, ao da populacao 1.
[1 o] [03 06 x | [o 1] [03 0.6 X,
05 02| |1-x| 05 02| |1-x

Assim x; = 2/3, ou seja, a propor¢do da estratégia residente na populagdo 1

sera igual a 2/3.

Al LA

Sera este perfil um equilibrio estavel? Este ndo ¢ um equilibrio estrito desde

2, 2,
Portando conclui-se que o par de perfis {A} {A}} ¢ um equilibrio misto.

que qualquer outra estratégia da populacdo 1 ¢ uma melhor réplica alternativa para
a estratégia mista [2/3, 1/3] da populacdo 2 e vice-versa. Neste caso, u(x;,wz) =
H(vi,w2). Sendo assim qualquer estratégia mutante y; podera substituir a estratégia
residente x; sem prejuizo para a primeira popula¢do. Portanto ndo ha qualquer
indicativa de que a estratégia encontrada seja um atrator e¢ implique em
estabilidade assintotica.

Analisemos agora, a dinamica do replicador.

As fungdes @;(x) e @x) serdo nulas em [2/3, 2/3], logo este estado ¢
estacionario, porém ndo ¢ um equilibrio assintoticamente estavel. No equilibrio
evolutivo estavel o payoff médio da estratégia evolutiva estavel é igual ao payoff’
médio da populagdo porque ela € a inica na populagdo, sendo nulas as proporc¢des
de todas as outras estratégia.

No estado misto estacionario em questdo o caso ¢ outro. Ali o estado ndo ¢

atrator, mas ¢ estacionario porque existe um equilibro de for¢as que agem sobre

aquele estado. Formalmente podemos descrever esta afirmagdo como:
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m k =
R = Z,u[ (e;,w,)d, =0Viel Equacio 4-17
=

Assim o somatorio dos payoffs médios das estratégias da populacdo de todos

os jogadores ¢ nulo, implicando o equilibro de forcas sobre o estado.

Este tipo de estado esta situado na membrana que divide as bacias de

atracao.

Podemos observar do exemplo que;

.. [t o] [o3 0.6] [%]
oy 1 03 99) 4],

, .o 1] Jo3 o06] [%]
R o A

Da Equagdo 4-17 temos que s, (e!,w,)d, + s, (e, w,)d, =0. Do mesmo
modo podemos constatar que 1, (eé,wl)c?l + 1, (e, w)d, =0.

Escrevendo de outra forma a Equagdo 4-17 tem-se:

k _ k S h DA
py = mejw )= [ u, ey w )" Equacio 4-18
ek
Com auxilio da Equacdo 4-18 podemos formalizar a definicdo do estado
estaciondrio interior formado por um perfil de estratégias completamente mistas
como:
s c@|pt =0V jelkeA,) Equacio 4-19
Outra forma de vermos que o ponto [2/3, 2/3] ndo ¢ um equilibro
assintoticamente estavel, seria através da Equacao 4-16. A partir desta equacao

podemos calcular os autovalores:

A1=0.1333 e A,=-0.1333
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Figura 4-57 — Os dois equilibrios em estratégias puras e suas respectivas bacias de
atraciio contrastam com o equilibrio em estratégias mistas sem bacia de atragao

Como os autovalores sdo reais e um deles € positivo o estado ndo ¢
assintoticamente estavel. Na verdade ele ¢ instdvel, pois pelo conceito de
estabilidade assintotica deve-se observar que a vizinhanga do estado [2/3, 2/3]
deve ser uma bacia de atracdo e como vizinhanga entende-se, pela defini¢do ja
apresentada, como um conjunto aberto U < R" que contém o estado. Neste caso,
temos um espaco de duas dimensdes, portanto cada ponto da vizinhanca U < R*
deveria fazer parte da bacia de atragdo o que ndo acontece, desde que apenas um
autovalor € negativo. O autovalor negativo em questdo se refere a uma dimensao
apenas. Portando existem pontos na vizinhanga de [2/3, 2/3] que ndo convergem
para este ponto e por isso nao € assintoticamente estavel.

Porém o estado [0,1], com uma das populagdes terminando somente com

estratégias mutantes e a outra somente com residentes, apresenta autovalores

iguais a:
7\,1 = -0.2
7\,2 =04

Observa-se através da Figura 4-58, que toda vizinhanca no R* de x = [2/3,
2/3] converge para x. Por isso os dois autovalores ndo negativos e este estado ¢é

assintoticamente estavel.
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Figura 4-58 — Equilibrio estavel no sentido assintdtico cuja bacia de atracio o envolve

O estado no canto superior esquerdo da Figura 4-57 ¢ assintoticamente
estavel, bem como o estado [1, 0] no canto inferior direito da mesma figura com

os autovalores A; =-0.2 e A,=-0.4.

Um ponto importante a ser discutido ¢ como um algoritmo evolutivo ¢ entdo
capaz de atingir um equilibrio que ndo ¢ assintoticamente estdvel, caso um
operador de crossover ou de mutagdo estabeleca o estado inicial x” na bacia de
atracdo D. Este fato, como observado neste exemplo, ¢ realmente possivel. Postos
estacionarios no interior do poliedro de estratégias mistas podem interceptar uma
trajetoria que convergia em dire¢do a um equilibrio estavel. Porém em muitos
casos, este conjunto D ¢ tdo exiguo que se torna improvavel que operadores de
crossover ou mutagcdo estabelecam um estado inicial contido nesta bacia de

atracdo, como mostram as Figura 4-59 — (a), (b), (¢), (d).

, o 03 0.6 02 0.5
Com matrizes de payoff iguais a e

ara os jogadores
05 0.2 0.6 0.3} P Jog

1 e 2 respectivamente nenhuma oOrbita atingiu o ponto estacionario [1/3, 2/3].
Como ambas as proporg¢des, 1/3 e 2/3 sdo dizimas periddicas as orbitas apenas se
aproximacao deste equilibrio como visto na Figura 4-59 (c) e ao mesmo tempo,

toda drbita iniciando na vizinhanga de [2/3, 2/3] se afastara dele.
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Figura 4-59 — (a), (b), (c), (d) - mesmas o6rbitas para diferentes niveis de aproximacio

Conclui-se assim que nada garante a convergéncia para equilibrios mistos.

Admitindo-se £(t) = e""¢,, tem-se (4-Al)&, onde & sdo os autovetores

de A4, entdo a solugdo sera da forma,

e(t) = eRe(ﬂ.)teiIm(/l)th

Como el! M1

¢ limitada, a estabilidade de £(¢) vai depender essencialmente
de Re(A1), entdo:

1. Parte real ndo nula. Neste caso, os correspondentes pontos fixos sdo
chamados pontos fixos hiperbolicos ou ndo degenerados. Se Re(A:) > 0, para todo
i, R cresce continuamente com o tempo e &(f) — o quando ¢ — %, 0 ponto
de equilibrio ¢ instavel. Se Re(A4,) < 0, para um ou mais valores, &) — 0 quando

t — oo, implica em estabilidade assintdtica.
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2.Parte real nula. Neste caso, o equilibrio ¢ dito ndo hiperbolico, eliptico ou
degenerado. Se o sistema de equagdes for linear, entdo as solugdes &(¢) para ¢t — o
ndo se afastam nem tendem a &y, permanecendo em sua vizinhanga. O ponto ¢
estavel e ¢ chamado um centro.

Quando a matriz Jacobiana possui s autovalores com parte real negativa, u
autovalores com parte real positiva e ¢ autovalores com parte real nula, temos que
os autovetores associados com estes autovalores podem representar o espago R"

como soma direta dos trés subespagos E°, E" ¢ E°.

Os espagos E°, E' ¢ E° sdo subespagos invariantes do sistema linear
correspondente. Como vimos, uma solu¢do do sistema linear iniciado em um
subespacgo invariante permanece neste subespaco por todo tempo. Entdo, solugdes
iniciadas em E® se aproximam do ponto fixo quando ¢ — oo, solu¢des iniciadas em
E" se aproximam do ponto fixo quando ¢ — - e solugdes iniciadas em E° nem
crescem, nem decrescem no tempo. Os subespagos E°, E* e E° sdo chamados de

subespaco estavel, instavel e centro respectivamente.

O ntimero de casos diferentes gerados pelas inimeras combinagdes possiveis
de autovalores cresce dramaticamente com a dimensdo do sistema. Assim,
consideraremos apenas o caso bidimensional (n = 2), que foi, até agora, o Unico

estudado detalhadamente. Sejam A, e, A, dois autovalores, entdo temos que:

1. A1, Ay sdo reais, distintos. A;. A, > 0
Neste caso, o ponto fixo ¢ denominado um n6 ou ponto nodal.
Estabilidade : \1, M, > 0, o ponto fixo ¢ instavel.
A1, A2 <0, o ponto fixo ¢ estavel.
2. A, Ao sdoreais, A=Ay %0
Neste caso, o ponto fixo ¢ denominado n6 improprio.
3. A1, Ay sdo reais com A A <O.
Quando A; e A, tém sinais distintos, o ponto de equilibrio ¢ denominado
ponto de sela hiperbolico. Tal ponto ¢ sempre instavel.
4. A1, Ay s30 complexos conjugados, Re A, # 0.
Consideremos A2, =0 + i f3.
Se a # 0, as trajetorias descrevem uma espiral convergindo para um ponto

fixo que se chama foco. Se o = 0, o ponto fixo ¢ chamado centro.
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Estabilidade: o > 0, foco instavel.

o <0, foco estavel.

4.11 A Dinamica do Replicador em Multiplas Populagdes.

Ao aplicarmos a teoria dos jogos evolutivos as situacdes econdmicas, nos
freqiientemente nos deparamos com um problema em que, as condi¢des de uma
unica populacao simétrica e o emparelhamento aleatdrio, ndo sdo verificados. Em
muitas situagdes econdmicas nds temos que lidar com interagdes entre mais de
dois individuos e/ou com interagdes entre individuos de varias populagdes
distintas. Todavia a teoria dos jogos evolutivos pode facilmente ser adaptada para
modelar estas caracteristicas.

Primeiro, em vez de um par, consideramos o caso em que todos os jogadores
estdo interagindo entre si, isto €, todos os jogadores estdo no jogo. Agora, o payoff
para um jogador, ¢ determinado pela propria estratégia e as estratégias de todos os
outros jogadores.Entretanto, nés podemos ainda assim considerar a fungdo de
payoff como uma funcao de aptidao e aplicar a dinamica do replicador para esta
populacdo. Como exemplo, ndés pegamos um modelo de uma economia de
simples troca que consiste de um grande (infinito) numero de agentes e um
nimero fixo de mercadorias. Suponha inicialmente que cada individuo disponha
de uma unidade de uma das mercadorias. Esta dotagdo pode ser vista como uma
estratégia herdada dos pais ou obtida por aprendizado. Deixe x;, j = 1,...m ser a
fragdo de individuos dotados com a mercadoria j. Além do mais, a utilidade de um
agente obtida de um vetor y € R"™ de mercadorias é dada por x(y). Entdo todos os
agentes sdo idénticos exceto por suas dotacdes iniciais. Suponha que, para esta
economia, exista um Unico vetor preco de equilibrio Walrasiano4 p(x) € Rm, isto
¢, quando a quantidade disponivel da mercadoria ¢ igual ao consumo. Neste vetor
preco, para cada mercadoria j, o consumo total ¢ igual a dotagdo total inicial,
assim o consumo médio da mercadoria j ¢ igual a xj, e cada individuo maximiza
sua utilidade de acordo com seu rendimento. Claramente, o vetor de preco

Walrasiano p(x) depende da distribuicao x das dotagdes.

* Leon Walras (1834-1910), economista de Lausanne, Franga foi um dos primeiros pesquisadores

da teoria geral do equilibrio.
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Dentro deste quadro, a renda 7;(x) de um individuo do tipo j, isto ¢, de um
agente dotado com a mercadoria j, pode ser visto como o seu payoff. Este payoff
depende de sua propria dotacao e das dotagdes dos outros.

Permitindo o ajuste das dotacdes, desde que os agentes morrem e sdo
substituidos pelos novos agentes nascidos, nés podemos utilizar a dindmica do
replicador declarando que a distribuicdo das dotagdes se desenvolve de acordo

com o sistema de equacdes diferenciais.
. 1 » .
X; = [k/(x)_zkz;lrk(x)xk]x_/: JEel,,

De forma que a fragdo de individuos dotada com a mercadoria j aumentara
(diminuird) se ri(x) estiver acima (abaixo) da renda média. Pegando a média
1 & m
ponderada—Zrk (x)x; , nos temos que o sistema satisfaz 3. x; = 0, de forma que
k=1 J=1
ao longo da trajetoria de solugdo a soma das fragdes x;, j € I, permanece igual a
um. Assumindo que inicialmente todas as mercadorias estdo disponiveis e que o
processo ird convergir, a economia se desenvolve para uma situacdo na qual todos
0s precos sdo iguais. Se inicialmente uma mercadoria possui um preco alto, ¢é
porque ha uma relativa escassez desta mercadoria ¢ mais agentes vao adotar esta
mercadoria. De outro modo, menos individuos irdo adotar uma mercadoria. Pode
ser mostrado que o estado estavel na qual todos os pregos sdo iguais maximiza o
bem estar social.

Este resultado mostra que as economias evolutivas deveriam ser vistas
como uma generalizacdo dindmica da otimizacdo convencional e¢ da teoria de
equilibrio.

Existem varias possibilidades para generalizar a dindmica do replicador
desde o caso de uma simples populacdo até o caso de multiplas populagdes. A
generalizagao mais comum foi proposta por Taylor [Ref: 38]. Para o caso de duas

populacdes a dindmica ¢ dada por:

x, =Me) —x) Ax,Ix,,, jel,,

)'czj =[x1TB(ef —xz)]xzj,jelmz,

Com e/ 0 j-ésimo vetor unidade em R ,i =1,2.
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Claramente esta ¢ uma generalizagdo direta da Equagdo 3-7 e o caminho da
solucao destas dinamicas tem as mesmas propriedades do caso da dinamica do
replicador para um Unica populagdo. Em particular temos que todo equilibrio
estrito de Nash evolutivo estdvel ¢ assintoticamente estavel e que estratégias
estritamente dominadas desaparecem ao longo de qualquer caminho de solugdo
interior. Porém, como os equilibrios estritos de Nash podem nao existir, o
conceito de estabilidade assintotica em jogos assimétricos ¢ considerado muito
menos Util que em jogos simétricos.

Isto motivou Samuelson [Ref: 3] a procurar uma estabilidade mais robusta
especificando formulacgdes alternativas para a dinamica. Infelizmente, até mesmo
se a dindmica for feita com um payoff monoétono, isto é, quando uma estratégia
com um payoff mais alto tem uma taxa de crescimento mais alta, uma estratégia
estritamente dominada pode sobreviver ao longo do caminho de solugdo se for
estritamente dominada somente por estratégias mistas, mas ndo por estratégias
puras. Isto levou Samuelson a conclusdo de que para se obter resultados razoaveis,
uma estrutura adicional tem que ser colocada na sele¢do evolutiva, ou processo de
aprendizado e assim as teorias de aprendizado s3o uma darea importante para
pesquisa.

Em atencdo e com total concordancia as conclusdes de Samuelson, o
processo de aprendizado, serd levado em conta neste trabalho através das
estratégias comportamentais. Tais estratégias serdo fruto do aprendizado e da
experiéncia do jogador, e propiciam o aparecimento de equilibrios estaveis no
jogo, como sera visto no capitulo 6.

Para ver alguns exemplos que ilustrem a aplicagdo da dinamica do
replicador em jogos de dois jogadores, veja Weibull [Ref: 1]. As propriedades e as
fraquezas das dinamicas sdo bem demonstradas pelo jogo do Impedimento de

Entrada (Entry Deterrence Game) dado pelas matrizes de payoff.

2,2) (0,0
(B[22 00
14) (14)
O jogador dois ¢ um monopolista no mercado e quer que o jogador um
fique fora da concorréncia. Se o jogador um ficar fora do mercado o jogador dois

obtém um payoff de 4. No caso em que o jogador um entra, o jogador dois pode
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aceitar a concorréncia, caso no qual o mercado ¢ compartilhado (com payoff 2) ou
lutar contra a concorréncia, caso em que o payoff sera 0 para ambos os jogadores.
Este jogo possui um tnico equilibrio estrito de Nash, isto ¢, x; = (1,0)" (jogador
um entra) e y; = (1,0)" (o jogador dois aceita), dando a ambos os jogadores um
payoff de dois. Além deste equilibrio, existe um continuo de equilibrios de Nash,
isto €, qualquer (x;, x2) € ® com x;; = 0 (o jogador um fica fora) e xo; < 1/2 (o
jogador ird lutar com uma probabilidade de pelo menos 1/2 ). Observe que para o
jogador dois, a estratégia "lutar", ¢ fracamente dominada por "aceitar". Para a
maioria dos estados iniciais a dindmica do replicador converge para o Unico
equilibrio estrito. Entretanto para alguns estados iniciais como os com ambos x;; €
X7 proximos a zero, a dindmica do replicador converge para um equilibrio de
Nash no qual o jogador um fica fora. Para tal equilibrio o procedimento de sele¢ao

evolutivo ndo destroi a estratégia fracamente dominada "lutar".

(Um n&o entra, Dois aceita) (Um entra, Do\is‘ aceita)
1 - — — —

091 f
0.8

0.7

0.6 / ’ / g
05§ ¢ | ‘

04¢ \ X \ 4

0.3%

Continuo
0.2

(Um n&o entra, Dois luta) (Um entra, Dois luta)

Figura 4-60 — Conjunto continuo de equilibrios resultantes da indiferenca do jogador
dois quando o jogador um ficar fora do mercado.

Tal observagdo, conhecida no ambito das pesquisas sobre teoria dos jogos
evolutivos, ¢ na verdade uma propriedade Util nesta abordagem, visto que o
continuo de equilibrios desenhado na Figura 4-60, nos diz que ¢ interessante para
o jogador 1 ficar fora e que a média de payoffs obtidos neste perfil ¢ maior do que
a média obtida através do perfil em equilibrio estrito (Entra, Aceita), por isso
mesmo nao existe motivo para o jogador 1 entrar no jogo de modo competitivo.

Quanto ao aspecto da convergéncia em si alcancar a face esquerda do

poliedro de estratégias mistas, significa que qualquer perfil nesta face aponta
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automaticamente para outros dois perfis, que sdo vértices do mesmo poliedro e
que, portanto, podem ser equilibrio estritos mostrando que convergir para uma
face ¢ similar a “convergir” indiretamente para os vértices desta face.

Para concluir, ¢ interessante enfatizar que o emparelhamento aleatério dos
jogadores ¢ uma das suposi¢des basicas da teoria dos jogos evolutiva. Embora,
esta suposicdo possa ser apropriada dentro do quadro da biologia, no cenario
econdmico um agente interage freqlientemente somente dentro de um pequeno
subconjunto de agentes.

Entdo, oposto ao emparelhamento aleatério, alguns autores discutiram
também as implicacdes de regras locais de emparelhamento nas quais cada
individuo sé interage dentro de um pequeno grupo de conhecidos ou vizinhos.
Sob emparelhamento local, as forcas evolutivas sdo muito mais fortes, que ¢
quando o sistema se ajusta mais rapidamente.

Enquanto sob o emparelhamento aleatdrio os tempos de convergéncia sao
incrivelmente longos e deste modo de pouca ajuda para previsdes uteis de
resultados, sob interacdo local a convergéncia pode aparecer rapidamente no
processo. Pode ser mostrado que quanto menor ¢ a vizinhanca, mais alta ¢ a
probabilidade de se alcancar um equilibrio eficiente.

Na verdade, demonstra-se que o critério sugerido para estabilidade
evolutiva em multiplas populagdes, s6 ¢ conhecido para equilibrios estritos de
Nash. Critérios para estabilidade evolutiva em multiplas populacgdes, junto com a
robustez contra novos equilibrios e equilibrios de estabilidade evolutiva dos
conjuntos de perfis de estratégias, sao analisado na se¢ao 5.1 Weibull [Ref: 1]

Ap6s a introdugdo sobre a estabilidade de estados submetidos a alguma
dindmica podemos analisar como se da a interacdo entre individuos de populacdes
diferentes e como se comportam os estados destas populagdes durante um

processo evolutivo.

Como em uma Unica populagdo as estratégias sao emparelhadas formando
perfis de concorréncia e o payoff é calculado.Porém, em contraste com caso de
uma populacdo, cada uma das estratégias participantes do emparelhamento vem
de uma populacao diferente. Para cada emparelhamento obtém-se a performance
de uma estratégia contra o perfil complemento. Como perfil complemento do

jogador i pode-se entender como a parte do perfil que ndo pertence ao jogador i,
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ou seja, o perfil complemento é formado pelas estratégias dos outros jogadores,
menos pela estratégia do jogador i. Formalmente um perfil complemento do

jogador i € escrito como x.;.

Cada populagdo i envolvida é formada por m; sub-populagdes de estratégias
puras com cada sub-populagdo sendo formada por uma estratégia pura 4 € S;
disponivel ao jogador i. Assim o estado da populagdo referente a um jogador ¢
uma distribui¢do de probabilidades (x;;,* - - ,xix), onde cada x;, para h = {[, ..., k} €
a propor¢do da estratégia pura 4 na populacdo do jogador i. Porém, diferente do
caso de uma tnica populagdo temos agora o estado populacional formado pelos
estados de todas as populacdes x = {x,,...x,} no poliedro de perfis mistos &, onde
cada componente X; ¢ um ponto no simplex A; de estratégias mistas
correspondente e representam as distribuigdes individuais de cada estratégia

disponivel, nas populacdes de cada um dos jogadores i.

Cada perfil serd formado por exatamente o mesmo nimero de estratégias
que o numero de populagdes. Cada jogador escolherd uma estratégia de sua

populacdo de estratégias para participar do perfil de concorréncia.

Existem varias versdes para uma dinamica do replicador. A mais

comumente usada foi sugerida por Taylor [Ref: 38] e ¢ da forma,

5 = e (elx ) =, v )y Equagiio 4-20

A taxa de crescimento da estratégia pura A, x,, /x,, dentro de sua populagéo i

serd igual ao excesso entre seu payoff € o payoff médio de sua populagao.

Como vimos, o lado direito da Equagdo 4-20 ¢ o vetor campo e ¢ em geral
quadratico. Sendo quadratica ¢ Lipschitz continua, desde que toda fungdo
quadratica possui esta propriedade, no espago Euclidiano #", contendo o espago
de estado ©. Deste modo, pelo teorema de Picard-Lindelof, o sistema de equagdes
formado por equagdes do tipo da Equagdo 4-20 possui solugio unica &( -, x”): R
— O através do estado inicial x” € @ Pode ser verificado, que o poliedro @, bem

como seu interior e sua borda, sdo invariantes sob esta dinamica.
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Como propriedade da Equagdo 4-20 segue-se que se todos os jogadores
possuem a mesma matriz de payoff , ou seja, se pi(x) = p(x) paratodo i, j € I e x
€ O, esta dindmica induz a uma mesma Orbita por @ e conseqlientemente as

mesma propriedades de estabilidade.

Existem outros modelos de equagdes diferenciais descrevendo dinamicas de
selecdes de processos evolutivos além da dindmica do replicador padrdao. Existem
além de outras versdes de dindmica do replicador, dindmicas que representam

interagdes entre as espécies. A seguir serdo descritas brevemente algumas delas.

O modelo de espécies competitivas consiste num caso em que existe
competicdo entre as espécies em relagcdo aos recursos ambientais, ou seja, quanto
maior a populacdo de cada uma das espécies, mais prejudicial e, portanto, menor a

taxa de crescimento da outra espécie.

x=(a, —bx—cy)x

y=(a,=b,y-c,x)y

Onde a;, b; e ¢;(i = 1, 2) s@o parametros positivos.

A partir desse modelo podemos facilmente modificar as hipoteses sobre a
forma de interacdo entre as espécies, simplesmente modificando os sinais
associados ao parametro de interagdo c¢. Se trocarmos ambos os sinais para
positivo, temos a chamada hipdtese de mutualismo entre as espécies, onde cada

uma delas se beneficia com a presenca da outra.

No modelo de mutualismo das espécies, a dindmica é representada pelas

seguintes equagoes diferenciais ordinarias;

x=(a, —bx+cy)x

y=(a,-b,y+c,x)y

Onde a;, b; e ¢;(i = 1, 2) s@o parametros positivos.
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Por outro lado, se trocarmos apenas um dos sinais teremos a chamada
hipotese de parasitismo de uma das espécies (por exemplo, aquela com populagdo
¥(t)), que se beneficia da presenga da outra espécie, sendo que esta por sua vez ¢
prejudicada pela presenga da outra.

No modelo de parasitismo das espécies a dindmica € representada pelas

seguintes equagoes diferenciais ordinarias;

x=(a, —bx—cy)x

y=(a,=b,y+c,x)y

Onde a;, b; e ¢;(i = 1, 2) sdo parametros positivos.

Aproveitando esse mesmo contexto, podemos ainda introduzir o conhecido
modelo Predador-Presa de Lotka-Volterra-D’ancona [Ref: 2]. Na versdo
simplificada desse modelo, assume-se que a espécie que ¢ a presa constitui-se na
principal fonte de alimento da outra espécie predadora, e que a propria presenca
desta ultima elimina o problema que a superpopulagdo de presas poderia ter sobre
a sua taxa de crescimento. Ou seja, denominando-se por x(¢) € y(¢) as populagdes

de presas e predadores, supde-se que:

x=(A-By)x

Onde 4 representa a taxa natural de crescimento das presas, na auséncia dos
predadores.

No caso da espécie predadora, supde-se que:

y=(-C+ Dx)y

Onde C representa a taxa natural de reduc¢dao da populagdo dos predadores,

na auséncia da sua principal fonte de alimento.
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