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Método dos Elementos Finitos

3.1.
Introducéo

O método dos elementos finitos (MEF) tem sido empregado na solugdo de
problemas eletromagnéticos com estruturas complexas e compostas por diferentes
tipos de materiais. No MEF a estrutura estudada ¢ dividida em pequenos
subdominios, ou seja, ¢ discretizada em elementos finitos. Estes elementos podem
possuir diferentes formatos como, por exemplo, tridangulos ou quadrados para o
caso bidimensional, e prismas ou quadrilateros para o caso tridimensional, sendo
que a escolha depende do tipo de estrutura a ser analisada. Para os problemas
bidimensionais, o elemento triangular ¢ mais utilizado devido a sua capacidade de
aproximar o contorno de estruturas com geometrias complexas [8].

Os vértices desses elementos sdo chamados de nds ou pontos nodais,

conforme ilustrado na Figura 3.1.

ELEMENTOS QUADRANGULARES ELEMENTOS TRIANGULARES

B 7T

NOS OU
PONTOS NODAIS

NOS OU

a4 PONTOS NODAIS

(a) ()
Figura 3.1 - Exemplo de duas malhas de elementos finitos: (a) quadrangulares e (b)

triangulares.

Dentro desses elementos as equagdes de Maxwell sdo supostas validas e os

campos sdo calculados em cada um desses pontos nodais e aproximados no
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interior de cada elemento por uma expansao utilizando fungdes de base validas na
regido do elemento. A discretizacdo tem que ser refinada o suficiente para que a
varia¢do da funcdo no interior do elemento seja minima. Por outro lado, o numero
de nods da estrutura representa a quantidade de incdgnitas que o problema
apresentara, pois como sera visto ainda neste capitulo, a aplicagdo do Método dos
Elementos Finitos, dard origem a um sistema de equacdes do tipo [Ag] [X] = [Ba],
onde [Ag] ¢ uma matriz esparsa de ordem n, [X] e [Bg] sdo vetores com n
elementos, onde N representa o numero de nos da estrutura.

A escolha da fungdo de base, assim como a geracdo da malha, s3o etapas
importantes para a qualidade dos resultados fornecidos pelo método, devendo a
solugdo numérica convergir na medida em que cresce o numero de elemento na
malha, ou seja, quanto menor a area do elemento finito, melhor serd a
aproximagdo. Entretanto um acréscimo exagerado do numero de elementos traz
um aumento de erros numéricos (de arredondamento), fazendo com que o
resultado seja divergente. Além destes fatores, a convergéncia da solugdao depende
da qualidade da malha (discretizag@o) e do tipo de funcdo de base utilizada, como
sera visto a seguir.

Este capitulo apresenta a aplicagdio do método dos elementos finitos,
comecando com a discretizagdo da malha. Apds isso sdo descritas as
caracteristicas das func¢des de base e das fungdes de teste. Para simplificar as
integrais desenvolvidas no capitulo anterior ¢ realizada uma mudanga do sistema
de coordenadas através de uma funcdo de mapeamento. Por fim, a validagdo do
algoritmo desenvolvido ¢ obtida pela aplicagdo a um conjunto de estruturas

convencionais com resultados conhecidos.

3.2.
Discretizacdo do Espaco e Funcgdes de Teste e Base

Neste trabalho, vamos utilizar elementos triangulares para discretizar a
regido Q (Figura 3.2) devido a flexibilidade exibida por este tipo de elemento para
representar areas com contornos complexos. Para representar o comportamento da
componente de campo Hy no interior do elemento serd utilizada uma fungdo de
base linear, devido a simplicidade de seu comportamento e das expressoes

resultantes para as integrais.
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Q

Discretizacédo

Figura 3.2 — Discretizagao utilizando elementos triangulares.

Ao ser aplicado o método de Galerkin na equacao (2.9) ¢ considerado que
a fungdo de teste W ¢ igual a funcdo de base como pode ser observado em [17].
Apos a discretizagdo do dominio em elementos triangulares, pode-se dizer que no
interior do elemento, a funcdo de teste W esta relacionada com a fungao de base

de acordo com a equacdo (3.1).

W(p,2)=> W,N,(p,2) 1<j<S (3.1)

i
sendo:
S - 0 nimero de nés da malha.
W; - coeficiente da fungdo teste aplicada ao n6 ‘3’

N; - a fun¢do de base em ‘)’

Como mencionado anteriormente, o campo magnético no subdominio do
elemento sera representado em fungdo do valor do campo magnético nos nos e da

fungdo interpoladora (funcao de base).

Hy(p.2)=2H,Ni(p2)  1<isS (3.2)

As fungdes lineares N; (p,z) sdo conhecidas como fungdes de base, as
quais possuem um valor nao nulo no subdominio do elemento finito, conforme

ilustrado na Figura 3.3.
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Figura 3.3 - Fungao de base linear para triangulos bidimensionais.

A discretizacdo da estrutura estd relacionada ao tipo de funcdo de base
utilizada. Se a fun¢ao for escolhida de forma inadequada, maior serd a quantidade

de elementos necessarios para convergéncia dos resultados.

3.3.
Resolucéo das Integrais

O termo p'1 aparece no integrando da equagdo (2.37) impondo limita¢des na
aplicacdo do método. Para contornar as limitagdes ocasionadas pelas
singularidades dos termos (quando p tende a zero), foi realizada uma reducdo da
func¢do em p. Para isso ¢ utilizada uma fungdo H’y associada ao campo magnético

Hy e uma fungdo de teste w’ associada a W, obtidas da divisdo das fungdes

originais por /o , conforme sugerido em [10], [11] e [12].
H, =pH, (33)
Hi=pH] (3.4)

W=/ pwW (3.5)
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Portanto, pode-se agora substituir as equagdes (3.3) e (3.5), nas equagdes

(3.2) e (3.1), respectivamente.

:Z(\/;H%)Ni(p,z) 1<i<S (3.6)

z((w) 1<j<S (3.7)

J

A substituicdo das equagdes (3.6) e (3.7) em (2.38), permite que as integrais

possam ser reescritas da seguinte forma:

HSLVX H,.V x Wds :J‘J‘ELVX(Z\/;H% N, (p,z)i;,j.Vx(Z\/;W}Nj (P,Z)f¢depdz
Q “r Q “r L J

(3.8)

kjyrﬂH Wdv =— ko/,zr”z\/;H%Ni(p,z)fq,.z\/;W'ij(p,z)f¢pdpdz(3.9)

\/,fjH wdl = \/‘\/;IZ\FWN' p.2 ¢Z\ﬂvJNJ (p.2)i,dp(3.10)

J,fijdl \/,\/ij\/—H¢N, sz ¢Z\/_WN (p,2)i,dp(3.11)
LS \/ZJH'*dl o JO @IfH¢ZfWN p.2)i,dp (3.12)

Estas expressdes podem ser simplificadas através de manipulacdes
algébricas e da utilizacdo de identidades para os operadores diferenciais,

resultando em integrandos expressos em termos das fungdes base e peso:

”LVX I:|¢.V><\Tvds =

Q ~r

i (L) e[ NNy N NG 3 Oy N9 }
2ﬂZ;H¢,ijﬂjgr{p(& P j 2p(N +N,; ] 4(NiNj) d pdz

op Op op " op

(3.13)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410284/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410284/CA

39

—kjyr” S——ZEZZkoﬂrH%W}jjpzNi (p,2)N;(p,2)dpdz (3.14)
Q

Q

Jjgﬁj = 2”ZZ(J;H WIP Ni (p.2)N;(p,2)dp (3.15)

\/EijpN (p.2)N, (p,2)dp (3.16)

j:,ﬁjHW P zz

Hy Z)dl (3.17)

Hwdl =23 (27)w, j_

& Tl

3.3.1.
Funcdes Base e Peso Lineares

A definicdo de um mesmo tipo de fun¢do base para todos os elementos
permite que as integrais nas equacdes ((3.13) a (3.17)) possam ser resolvidas
analiticamente, gerando expressdes validas para todos os elementos. Como
mencionado anteriormente, neste trabalho utilizaremos func¢des lineares para
representar o comportamento do campo Hy no interior do elemento, sendo

descritas por:

N.(z,p)=A+Bz+Cp (3.18)

onde os coeficiente A,B,C sdo determinados para que a funcdo N; (p,z) seja igual

66 2

a um no vértice “i” e nula nos demais. Para o caso em que o valor unitario esteja
sobre o vértice “1”, o sistema de equagdes resultante destas condi¢des é o

seguinte:

A+Bz, +Cp, =1
A+Bz,+Cp, =0 (3.19)
A+Bz,+Cp, =0
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A solucdo deste sistema de equacdes permite obter expressdes para os
coeficientes A, B, C em termos das coordenadas dos vértices, as quais substituidas

em (3.18) resultam em:

(22/03 —Z3p2)+(,02 —p3)Z+(Z3 _Zz)p
(Zzp3 T Lo L0, L 4P Z3p2)

N, (z.0) = (3.20)

E importante observar que o denominador desta expressdo ¢ igual a duas
vezes a area do triangulo.
Para as fungdes N;j (p,z) associadas aos demais vértices pode-se estabelecer

as seguintes expressoes através da repeticdo dos procedimentos descritos acima:

(23:01 —le3)+(p3 _p1)2+(21 _23),0
(22,03 T L0 T L0, L L P 23/72)

N, (z,p)= (3.21)

(lez —22,01)+(p1 _p2)2+(22 _21)/0
(22,03 L0+ L0, =40 P~ 23:02)

N, (z,p)= (3.22)

A integrag@o no dominio (p,z) faz com que os limites da integral interna das
equagdes ((3.13) a (3.17)) sejam definidos por polindmios lineares em fungao da
variavel da integral externa, acarretando no aumento da ordem do polindmio que
representa o integrando. Visando uma simplificacdo dos limites na integragdo
dupla utilizou-se o mapeamento da regido triangular no espaco (p,z) em uma
regido quadrangular no dominio (u,v) [18], onde os limites sdo fixos e
independentes da posi¢cdo do tridngulo em relacdo aos eixos p e z. No espaco
(u,v), o quadrado tem wvértices (1,1), (1,-1), (-1,-1), (-1,1) e obedece ao

mapeamento descrito na Figura 3.5.
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I
SN, |

4 K s
sou=-1 \I.I—I

Figura 3.4 — Mapeamento dos vértices do tridngulos nos vértices do quadrado.

Este mapeamento (p,z)=>(u,v) ¢ realizado pelas seguintes fung¢des

bilineares:

z(u,V) =, +au+a,V+auv (3.23)

pUV) =B+ fu+ fv+ puv (3.24)

Os parametros i, 3; s3o determinados através de dois sistemas de equagdes
lineares, resultantes da imposicdo do mapeamento dos vértices do triangulo nos

vértices do quadrado, como mostrado na Figura 3.4.

(L)=ay+a+a,+a, =1,
z-,-D=q,-a,-a,+a,=1

sistema — | ( )=a =y tay =1, (3.25)
(L) =ay—a+a,-a, =1,

z,-D)=a,+a,—a,—a, =1,

pPLY) =5+ B+ 5+ 5 =p,
sistema — I pEL-D=4-p =B+ b =p, (3.26)
p(=L)=5,-p+pB,- B =p

p(L,=-1)=B,+ B - B,— B =p;
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Resolvendo os sistemas I e II temos que:

_27,+2,+1,

Portanto reescrevendo as equagdes (3.23) e (3.24):

42

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

z(u,v):(221 +i2 +Z3]+(Z3 ;szu +£2Zl _22_Z3jv+(22223juv (3.35)
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2 - 20, —p, — —
p(u’v):( p1+/:2 +P3j+(p34p2ju+(%jv+[%juv(3.36)

3.3.2.
Jacobiano da Transformacéao

Como as integracdes sdo realizadas em (p,z) € necessario determinar o

Jacobiano da transformacao (p,z; v,u) para poder realiza-las no espaco u,v.

duov = det|J| opoz (3.37)

onde a matriz J € o jacobiano da transformacgao e € expressa por:

@ a
Jj=| M w (3.38)
& o
ou ov
Aplicando as equagdes (3.36) e (3.35) em (3.37), temos:
ouov = E(1-V)opoz (3.39)
Onde:
E:(Zs_zz) 2/?1—/)2—,03 _(ps_pz) 2Z1_22_23 (3.40)
4 4 4 4

3.3.3.
A Funcéo Base e Suas Derivadas

A determinagdo das expressdes para as integrais no espago (v,u) requer que
as fungdes base e suas derivadas sejam expressas em termos de (v,u). A utilizagao
da transformacao dada pelas equagdes (3.36) e (3.35) faz com que a fun¢do linear
Ni(p,z) no espaco (p,z) seja representada por polindmios de Lagrange no espaco

(v,u) como se segue :
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N3(u,v)=%(1+v) (3.41)

p=1 para i=1

1
Nl,z(u,v):Z(H pu)(1-v) onde{p:_1 vara =2 (3.42)

onde o ponto i=3 ¢ o vértice onde ocorre a degeneragao.

As derivadas da fun¢do teste em relagdo a p e z, podem ser obtidas através

de derivadas sucessivas:

N,=N,u,+Nyv, (3.43)
N, =Nu, + Ny, (3.44)

Entretanto, devido as caracteristicas do mapeamento ((3.23) e (3.24)) ndo ¢
possivel expressar analiticamente as derivadas de u e v com relagdo a p e z
utilizadas nas equagdes acima. Para obter uma expressao para estas derivadas em
termos de u e v, as duas equagdes serdo reescritas na forma matricial tendo como

incognitas estas derivadas.
u u —Z
|: z P}=l|: pV V} (3.45)
Vz Vp I A Zu
Onde
j=det(z,u)=2,p,-17,p, (3.46)

Calculando a expressdo (3.45) tem-se:

N :ﬂN _ Nu (az_alu)

3.47
’E l1-v E (3.47)
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NZ — NU (ﬂZ _ﬂlu) _ﬁ NV (348)
1-v E E
Onde:
N =8—N ; Nz=a—N ; Nu=a—|\I ; NV=8—I\I (3.49)
G o) 0z ou ov

3.4.
Resolucao das Integrais Utilizando o Mapeamento

A partir das expressdes em termos de u e v das diversas fungdes que
compde o integrando, podemos determinar a expressdo analitica para a integral
(3.13). Para simplificar a apresentacao da resolugdo dessa integral, a mesma foi

dividia em 4 partes:

]9, xgdv=22F 3 H,

- ON . - ON . ON . :
”L p2%—'+p2%—’+§p N '+Nj% +2<NiNj) d pdz
S € 2 4

i
g 07 01 op Op op op
V %,—/
1* parte 2% parte 3 parte 4 parte

(3.50)

Os indices i e j representam os nds dos elementos havendo para um
triangulo qualquer vérias possibilidades de combinagdo destes indices. Para
apresentar estas integrais vamos dividi-las em dois casos (i=j e i #j). Temos que
apos o mapeamento (p,z; v,u) as partes da integral (3.50) podem ser reescritas,

sendo seus resultados mostrados a seguir:

e Parai=j:

Primeira parte:
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”p Eﬁdpdz_l-‘.} ,6’0+ﬂ1u+,b’2v+,83uv) 2 B (l—v)dudv

11 zﬂ_lz ) _ﬂ_lz (H_G)
_Ill(ﬁ”ﬂ‘uwzwmuv) s V)d“d"_zE{F+ 3 }

Segunda parte:

”p aap %dpdz—_”. ,6’0+ﬂ1u+,b’2v+,83uv) 4;;(l—v)dudv

Q -1-1

11 2

:Ul(ﬂo+ﬂlu +,6’2v+ﬁ3uv) I —L(1-v)dudv = ;;[F +(H ;G)j

Terceira parte:

(G B oot 2 4

—11

(3.55)

Ifz(ﬂo+ﬂlu+ﬁ2v+ﬁ3uv) (1-v?)dudv = 2a, 5,

-1-1

Quarta parte:

H d pdz J-_[ 1+v 1 v dudv

-1-1

11
jj%(Hv)z(l—v)dudv:%E

-1-1

e Parai#j:

46

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

—vz)dudv

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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Primeira parte:

, ON; ON PS, + p
gp Ea—dpdz__jlj‘l ﬂ0+p’lu+ﬂ2v+ﬂ3uv) : <E )(—,[i)(l—v)dudv

(3.59)

[+ pus pve pany PEEB) iy :;_é(pﬂ”ﬂl)(H(H ;G)J

(3.60)

Segunda parte:

, N,
” G —dpdz_jj ﬂ0+,81u+ﬂ2v+ﬂ3uv) E(;E (e, +a,p)(1-v)dudv (3.61)

Q -1-1

11

[ J(8+ pu+ B+ pavy & (alsz)(l—V)d“dV:;_Oé(p“Z”‘I)(H(H;G)J

(3.62)

Terceira parte:

”L{N, aa'\:) +N. —]d dz—H (By+Bu+ BN+ puv)

(3.63)
((v+1)(oc1 +a,p)+(1+ pu)(1-v))(1-v)dudv

[ [2(80+ Aue Bavs pav)((9-+1) (et p) (1 pu)(1-))(1-v) v =
o (3.64)

_%(ﬂo pa, _ﬂl pa, +,B2051 _ﬂOal)

Quarta parte:
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ﬂ | )d pdz “1 (1+ pu)(1-v*) dudv (3.65)
HZ—E(H pu)(l—vz)dudv:%E (3.66)

Onde:
z :2( 5+712] (3.67)
G :4[@)@-%5} (3.68)
H :2(ﬂj+?12] (3.69)

Realizando a mudanca do sistema de coordenadas para o integrando de

(3.14), temos como solugao:

e Parai=j:

IQIpZNi(p,z)Nj(p,z)dpdz=§(F+(G;H)j (3.70)

e Parai # j:

szNi(p,Z)Nj(p,Z)dpdz= IZ (3.71)

7\
ﬂ<
+
—_—
I<
Wl
®
~
N—

Onde:
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S PO CRE L) fﬂ”p) (3.72)
G =4(ﬂoﬂ2+ﬂl (Co, ;) P-A) (3.73)
Hv:ﬂ22+ﬂ1(ﬂ1_2pﬂ2) (3'74)

3

3.5.
Construcao da Matriz Global

Na solugdo das integrais da equacgdo (2.37) obtém-se um sistema do tipo
[AG][X]=[Bg], com n incognitas, sendo N o nimero total de nds da estrutura
discretizada, como dito no inicio deste capitulo. Essas integrais sdo aplicadas a
cada elemento (foram utilizados elementos triangulares), dando origem a uma
matriz, chamada de matriz local, de ordem 3.

Considerando todo o dominio da estrutura discretizada, é necessario realizar
o armazenamento dos resultados obtidos pelas matrizes locais [Ar], dando origem
a uma unica matriz denominada matriz global [Ag], conforme observado em [19],
cuja construgdo sera mostrada ao longo dessa secao.

A Figura 3.5 ilustra a divisdo do dominio de um guia coaxial (corte
longitudinal) em pequenos subdominios triangulares, utilizando um gerador de

malhas.
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Figura 3.5 - Malha gerada utilizando elementos finitos triangulares.

Dependendo da localizagdo do ponto, a contribuicdo do mesmo para a
formac¢do da matriz global sofre pequenas mudangas.

Quando o ponto estiver localizado no interior da estrutura, estando seus
elementos (triangulos que possuem esse ponto como um dos seus vértices) sem
contato com a borda, a forma de contribuicao desses pontos para a matriz global
sera realizada como mostrado no caso 1.

Quando o ponto estiver localizado nas bordas, possuindo seus elementos
(tridangulos que possuem esse ponto como um dos seus vértices) uma aresta sobre
a mesma, a forma de contribui¢do desses pontos para a matriz global sera

realizado como mostrado no caso 2.

3.5.1.
Casol — Nenhum Ponto Em Contato Com a Borda

Como exemplo, utilizando a grade gerada pela Figura 3.6, tem-se os pontos

(nos) 20 e 26.
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<Kl

Figura 3.6 - Exemplo de dois pontos que n&o possuem pontos ligados a eles na borda.

Os campos da equagdo (2.37) sdo calculados nos pontos e ndo nos

elementos. Analisando o elemento ‘4’ isoladamente, temos:

26

27
2

Figura 3.7 - Elemento 4.

De acordo com a Figura 3.7, a matriz local do elemento ‘4’ sera formada da

seguinte maneira.

QD

22,22 a‘22,26 a'22,27
26,22 a‘26,26 a'26,27 (3 75)

2120 Q706 Q707

Il
QD

A

Q

Esses termos sdo calculados de acordo com a equagdo (3.76), onde aj;
significa a contribuicdo que o ponto j tem sobre o campo no ponto i, devido ao

elemento ‘4’.

- ON . - ON . ON . )
aij:”L P2 oN, J+5N. i +§r Ni—’+Njﬂ +2NiNj drdz (3.76)
S Er 0L 0L or or 2 or or ) 4
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Portanto, para a matriz global, o elemento ‘4’ contribui com os seguintes
termos: a2, 2226, 22227, 26,22, 42626 > 26,27 5 327,22 5 427,26 5 A27,27-

De acordo com a Figura 3.6, os Unicos elementos que possuem o ponto 20,
como vértice, sdo: 5, 6, 7, 15, 28 e 29. Isso significa que para a construgdo da
matriz global apenas esses elementos irdo contribuir para a formacao da vigésima
linha. Da mesma forma, analisando o ponto 26, apenas os 4, 5, 29, 30, 36 e 37
contribuirdo para a formacdo da vigésima sexta linha, conforme ilustrado na
tabela 3.1, onde ‘?’ representa que podem existir outros termos, devido a outros
elementos ndo considerados (foram considerados apenas os elementos que
possuem os pontos 20 ou 26 como vértices).

Quando dois elementos tiverem a mesma aresta, pode ser observado que
ambos podem possuir a contribuicdo de um ponto em outro com valores
diferentes, como ¢ observado na Figura 3.6 com, por exemplo, os elementos 36 ¢
37. Ambos possuem uma contribuicdo azs3;, porém podem possuir valores
diferentes para cada elemento. Neste caso, para o armazenamento na matriz global
basta somar as contribui¢des desses dois termos sobre o ponto analisado.

Considerando a tabela 3.1, temos que:

e a;; os termos da matriz do elemento ‘4’
e Dbj os termos da matriz do elemento ‘5’
e ¢ os termos da matriz do elemento ‘6’
e d; os termos da matriz do elemento ‘7’
e ¢;j os termos da matriz do elemento ‘15’
e fjj os termos da matriz do elemento ‘28’
e g; os termos da matriz do elemento ‘29’
e h; os termos da matriz do elemento ‘30’
e k;jj os termos da matriz do elemento ‘36’

e [jj os termos da matriz do elemento ‘37’

14 16 19 20 22 24 26 27 28 31 LAY

14 dig1ae Digi6+? | Eig10+? | Diapose | O 0 0 0 0 0

€414+ 7 14,20

16 dis14:? | Cisier 0 Cig0ed | Ci622:? | O 0 0 0 0
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dig.16+?

16,20
19 €147 | 0 €19,19+ Eao,10+ 0 fi9.24+7 0 0 0 0
fio.00+? | fao,10
20 dyo,144€ | Ca0,16+ €19,20+ baoo+C | bapC | Zao24+ bao2e:g | O 0 0
20,14 dao.16 fio20 2020+ 2022 024 2026
dzo,zo+e
2020+
fr0.20+
£20.20
22 cui6? | 0 b0+ | A2+ 0 anseb | an? | 0 0
2220 by 20+ 2226
C2,20+7
24 0 0 41047 | Goapor | O 404+ Goaper | O hyg28:? | 0O
420 22424+ ha426
ho4 2447
26 0 0 0 b620+8 26,20+ 826.24+h A626+b 26,27+ hae 28+ Ko 1+
26,20 b6 26,24 26,26+ ko627 Lag.28 Ly631
2626+:h
26,26+
ka6 26+
Ly6.26
27 0 0 0 0 3.27”22+‘.) 0 327,25+k 3.27,27+k 0 k27_3 l+?
27,26 2727
28 0 0 0 0 0 hagos? | Hosoerl | O hag 28+ Ly 3147
28,26 Lo 28
31 0 0 0 0 0 0 k3ipe+ls | ks3i27+? | Lsios+? | ksizis
126 L3131
PNT 0

Tabela 3.1 - Exemplo de formagao da matriz global para pontos afastados da borda.

3.5.2.

Caso 2 — O Elemento Possui Uma Aresta na Porta de Entrada

Como exemplo, observando a grade gerada pela Figura 3.8, tem-se o ponto

34. Utilizando os elementos (tridngulos) que possuem os pontos 33 ¢ 34 como

vértices, pode-se obter a trigésima terceira € a trigésima quarta linha da matriz

global, cujo célculo ¢ realizado de maneira similar ao caso 1.
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Figura 3.8 - Exemplo de um ponto (34), pertencente a dois elementos que possuem uma

aresta localizada na porta de entrada.

No caso do ponto 33, como ele ¢ um ponto de quina, apenas o elemento 47 ¢
necessario para a formagdo da trigésima terceira linha da matriz global. Se na
Figura 3.10, a primeira linha da matriz local dos elementos (42, 43, 47 e 50) s6
tiver termos assj ,temos que a trigésima quarta linha da matriz global sera formada
pela soma da primeira linha das matrizes desses elementos, conforme ilustrado na
tabela 2. Onde ‘?’ significa que podem existir outros termos, devido aos outros
elementos ndo considerados (foram considerados apenas os elementos que

possuem os pontos 33 ou 34 como vértices).

e a;; os termos da matriz do elemento ‘4’

e m; 0s termos da matriz do elemento ‘47’
e n;j os termos da matriz do elemento ‘43’
e 0j os termos da matriz do elemento ‘42’

e pj os termos da matriz do elemento ‘50’

27 30 31 33 34 35 PNT
N2727+ 02731+ N7 34+
27 n27,30+? 0 0
027,27+7 ? 027,34
m3p 30+ M3 34+
30 N3027+? 0 m3033 0
N3030+7 N334
03131+ 031,34+
31 031,27+7 0 0 P3135+7
P3131+ P31,34
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?
33 0 ms3 30 0 m33 33 m33 34 0 0
M34,34+
N3427+03 | M3430+ | 03431+ N34.34+
34 M3433 P343s5 0
427 N34 30 P34,31 03434+
P34,34
P3s31+
35 0 0 ) 0 P3534 P3s3st?
PNT 0 0

Tabela 3.2 - Exemplo de formagéo da matriz global para pontos pertencentes a arestas

situadas na borda.

Observacao:
e Embora representem integrais de linha, as equacdes (3.10) e (3.11),
contribuem da mesma forma para a formacao da matriz global, a diferenga
ocorre na formacao da matriz local que sera (4X4), pois ndo sera levado

em consideracdo o ponto que ndo estiver na borda.

Levando-se em consideragdo a regido assinalada na Figura 3.8, no calculo
da linha 34 do vetor Bg apenas os elementos 47 e 50 contribuirdo para a sua
formacao. Como os elementos 42 e 43 possuem apenas um ponto, € nio a aresta,
sobre a borda, eles ndo contribuirdo para a formagdo do vetor, visto que este ¢
proveniente de uma integral de linha sobre as portas (entrada ou saida).

O clemento 47 da origem a um vetor local possuindo apenas as
componentes B(33) e B(34), ndo nulas. Como nesse elemento o ponto 30 ndo esta
na porta, o vetor nesse ponto sera nulo.

O elemento 50 d4 origem a um vetor local onde apenas os elementos, o
B(34) e B(35) sao nao nulos. Como nesse elemento o ponto 31 ndo esta na porta,
0 vetor nesse ponto sera nulo.

Como o ponto 34 possui a contribuicdo dos elementos 47 e 50, ¢ realizada a
soma desses componentes para a formagdo do vetor Bg(34). Conforme mostrado

abaixo.
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B, (33)=B'(33) (3.77)
B.(34)=B'(34)+B'(34) (3.78)
B.(35)=B'(35)+? (3.79)

Sendo:

B’(x)- contribui¢@o para a coordenada x do vetor Bg devido ao elemento 47

B’’(x)- contribuigao para a coordenada x do vetor Bg devido ao elemento 50

Portanto, ap6s o armazenamento das matrizes locais em uma matriz global e
dos vetores locais em um vetor global, obtemos o sistema [Ag][H]=[Bg]. O

calculo do campo H foi realizado por métodos interativos (eliminacao gaussiana).

3.6.
Determinacado da Perda de Retorno

Na solugdo do sistema de equacdes [Ag][H]=[Bg], a incdgnita H representa
o valor do campo magnético total nos n6és da malha utilizada para discretizar a
estrutura. Conhecido o vetor [H] podemos determinar os parametros utilizados
para caracterizar o desempenho eletromagnético do dispositivo, especialmente a
perda de retorno que ¢ uma preocupacao central no desempenho das estruturas de
casamento.

O campo espalhado H ; na porta I'; define a energia refletida pelas

descontinuidades encontradas no dispositivo e pode ser determinado a partir das

distribui¢des de H, ¢ H ; na porta, ambas conhecidas, conforme a seguinte

equacgao:
H; =H,-H, (3.80)

A equagdo (3.81) apresenta a densidade de poténcia por area (vetor de

Poyting).
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[ExH H ESHS
(3.81)
l—‘l
Que pode ser reescrita como:
|
A :E(H¢H¢ )n (3.82)
onde:
n=.|% (3.83)
£
Assim, a poténcia total da onda refletida na porta I'; ¢ dada por:
n Sy s*
zangéH¢ ds (3.84)

Que pode ser reescrita substituindo as expressdes do campo H;’ em termos

de fungdes conhecidas (3.80):
Ps=gj(H¢—H;)(H;—H;*)ds (3.85)

A integral (3.85) pode ser desmembrada, nas seguintes equagdes:

, :%j H,H;ds (3.86)
1—‘l

_ 77 i*
|, =— 2f[1H¢H ds (3.87)
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I, :-%j HiH ds (3.88)

1, :gIH;H;‘ds (3.89)

Nestas integrais sdo considerados somente os elementos triangulares que
possuem uma aresta sobre a porta de entrada I'y definida pelos pontos a e b
mostrados na Figura 3.9. Desta forma, irdo contribuir para a integral de linha
aquelas fungdes base referida aos pontos a e b, pois a fungdo referida ao ponto ¢

tem valor nulo sobre a aresta coincidente sobre a porta.

Figura 3.9 - Elemento utilizado para o célculo da integral de linha na porta de entrada de

um guia.
Isto permite reescrever a integral sobre a porta I'; como:

27

2

N3

(H.N, +HoN, )(HoN, +HoN, )ds (3.90)

1 =

D ey T

Sendo k, o indice dos elementos (tridangulos) que possuem um lado na porta
de entrada. Devido a simetria circular da distribui¢do dos campos, a integral em ¢,
pode ser resolvida multiplicando-se a expressdo por 2n. A expressao (3.90) pode

ser reescrita da seguinte forma:
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b b b b
1, ZHUZ{HaH;INaNapdp+HaH;J.NaNbpdp+ H,H: [N,N,od o+ HbH:JNbNbpdp}
k a a a a
(3.91)

b b b
1, =mz{HaH;jNaNapdp+(HaH; +HH) NN, pd p+ HbH:ijNbpdp}(3.92)
k a a a

Da mesma forma, resolvendo a integral (3.87):

2z b
g [ J(H.N, +H N, Hds (3.93)
0 a
=—EUZ(HaH;*INapdp+ HbH;*ijpdpJ (3.94)
k b b
Resolvendo a integral(3.88):
2z b )
g:-% [ J(HIN, +H;N, JHds (3.95)
0 a
I :—myz[H;‘H;jNapder H;H;ijpdpJ (3.96)
k b b
A integral(3.89):
l, = ;mzj HiH) pdp (3.97)
k b

pode ser analiticamente resolvida utilizando a equagao (2.83):
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i H —jkoz
H, 7°e Yo (3.98)
que resulta em
1, = znH; ln% (3.99)

Portanto, a poténcia refletida sera:
P =mz{HaH; TNN,p0 0 H,H; NNy o0+ HUHL NN, o H ijNbpdp}
k b b b b

‘””ELHaH;*l N,pdp+ HbH}’! NbpdpJ—mZk:(HZHél N,pdp+ HSH;£ Nbpdp]

+7znH¢ In(a/b)
(3.100)

onde Hy ¢ determinado para que a poténcia incidente seja unitaria:

/ 1

3.7.
Balanco de Energia

Dado que ndo existem perdas no interior da estrutura analisada, a poténcia
que incide sobre a porta I'; deve ser idéntica a soma da poténcia refletida com a
poténcia transmitida através da porta I'», igualdade que deve ser satisfeita pra
haver conservagdo de energia. Entretanto, as aproximagdes introduzidas no
procedimento numérico fazem com que existam discrepancias no balanco de
energia, quando verificado a partir dos valores de campo fornecidos pela solugdo
numérica. O aumento do nimero de elementos e a escolha do tipo de funcdes base

sdo alguns dos fatores que permitem reduzir as discrepancias na verificagdo do
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balango de energia. Essa verificagdo pode ser utilizada como um parametro

associado a qualidade da solugdo numérica encontrada.
AP=1-P -P. (3.102)

Para calcular a poténcia transmitida através da porta I, podemos utilizar
procedimento semelhante ao utilizado para o calculo da poténcia refletida.

Analisando um guia qualquer, a poténcia que sai do guia ¢ calculada de
acordo com o campo magnético nos pontos localizados na porta de saida do guia,

observado na equagao(3.103).

/A
P= 2jHH ds (3.103)

e}
=

Figura 3.10 - Elemento utilizado para o calculo da integral de linha na porta de saida de

um guia.

Portanto, resolvendo a integral de linha (3.103):

P =

(NS

> J(H.N, +H N ) (HIN, + HyN, ) ds (3.104)
k
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R = 3| HUHL NN, pd o HoH] [N, pd o HoHL [N, pd o HoH NN, pd o
b b b b

(3.105)

3.8.
Validacédo do Algoritmo de Elementos Finitos

A partir da formulagdo descrita nos capitulos anteriores foi implementado
um algoritmo em FORTRAN. Para verificacdo da validade do algoritmo de
Elementos Finitos desenvolvido, foram utilizadas algumas estruturas simples e os
resultados, comparados com os obtidos analiticamente e através da utilizagdo do

algoritmo baseado no Método dos Casamentos de Modos [15].

3.8.1.
Método do Casamento de Modos

As descontinuidades nos guias geram o aparecimento de modos superiores,
em geral evanescentes. Para determinar os efeitos destas descontinuidades nas
caracteristicas do guia, representa-se a estrutura através de um conjunto de segdes
de guias uniformes. O campo no interior de cada uma destas secdes pode ser
calculado pelo somatério dos campos modais, como mostrado nas equacdes

(3.106) a (3.109).

E, 2%;(';"' +R_ (3.106)
H, :i(l;n, ~ Ry (3.107)
E, = ZN_;(L;I, +R,, ., (3.108)
H, :ZN:(l'n,, ~Roy (3.109)

onde os vetores € e h representam as componentes transversais dos campos

elétrico e magnético, respectivamente. M representa o numero de modos
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considerados na expansdao em I (se¢do do guia anterior a descontinuidade). N
representa o numero de modos considerados em II (se¢do do guia posterior a
descontinuidade), I’ os campos incidentes e R os refletidos.

Embora aparecam infinitos modos no interior da estrutura, basta utilizar um
numero finito deles para que o resultado apresente convergéncia. Nas simulagdes
realizadas neste trabalho foram utilizados 20 modos, conforme [20].

Nas descontinuidades sdo considerados os modos incidentes (I) e refletidos
(R) conforme ilustrado na Figura 3.11, estando eles relacionados por uma matriz

[S] chamada de matriz espalhamento.

=

PRIMEIR.A QUARTA
DESCONTINUIDADE

i A DESCONTINUIDADE

DESCONTINUIDADE

I1 E2 I3 Ed 15 Ré I7 ﬂ:‘
) 1 0 o
w | ST o W S2 | 0 oS3 | . o $4].

Figura 3.11 - Matriz espalhamento das descontinuidades.

As matrizes de espalhamento sdo de ordem 2Mx2N (mostradas na equacao
(3.110)) e seus coeficientes representam as relagdes entre as amplitudes dos
campos incidentes e refletidos. As matrizes [S11] e [S22] sdo compostas pelos
parametros de reflexdo e [S12] e [S21] sdo matrizes compostas pelos pardmetros

de transmissao.

[S]:[[sn] [312]} G.110)

[s21] [522]
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As matrizes S;, apresentadas na Figura 3.12, sdo as matrizes de
espalhamento de cada uma das descontinuidades, sendo que o modo incidente em

uma dessas matrizes ¢ o modo refletido da anterior.

11 R2 3 E4 I= R | 15
S1 S2 S3 S4
Rl k R R 3 4 RS & 6 RT =
R2 I3 15 Eé 17
_R R4
S'1 S S'3
1z ke . R 4|k Rs | e RT
o E—

Figura 3.12 - Matriz espalhamento entre as descontinuidades.

Entre as descontinuidades existe uma se¢do de guia liso, sendo a propagacao
dos modos nestas regides, representada por uma matriz diagonal cujos
coeficientes representam a variacao de fase ou atenuagdo de amplitude de cada um
dos modos.

O comportamento eletromagnético da estrutura ¢ obtido através da
associagdo das diversas matrizes S; que representam cada uma das
descontinuidades e seg¢oes de guia liso, dando origem a uma Unica matriz de

espalhamento para toda a estrutura, como ilustrado na Figura 3.13.
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11 Rl I3 R4

— | = - =
~.
w | B1 4 | S 02 |
- - I2 - B3 -
I1 I3 R4
'G o P
R1 S Ri [ 14
] B
11 R4
1™
El 5(_1 14
e |t TR

Figura 3.13 - Cascateamento das matrizes de espalhamento.

S’G ¢ a matriz originada pelo cascateamento entre S1 ¢ S2. E SG ¢ a matriz
de espalhamento gerada pelo cascateamento entre S’G e S2.

O sistema de equacao formada ¢ da seguinte forma:

[1]=[S][R] (3.111)

onde I ¢ uma matriz (M X 1) contendo a amplitude dos campos incidentes ¢ R
uma matriz (M X 1) contendo a amplitude dos campos refletidos, sendo M o
nimero de modos.

Como mencionado anteriormente, as estruturas analisadas ao longo do
projeto sao excitadas pelo modo TEM e o guia coaxial nas regides I e III sdo
dimensionados de modo que nas portas de entrada e saida, os modos evanescentes
possam ser desconsiderados. Desta forma, as constantes de propaga¢do para os
modos propagantes e evanescentes sdo dadas, respectivamente pelas equacdes

(3.112) e (3.113):

7™M =k (3.112)
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™ =B (3.113)

Pode ser observado que para o modo fundamental a constante de
propagagdo ¢ real, portanto a onda ird se propagar. Como para o modo TM a
constante de propagac¢ao ¢ imaginaria, a onda ¢ evanescente.

Quanto menor for o comprimento entre as descontinuidades maior serd o
numero de modos de alta ordem (evanescentes), portanto maior sera a quantidade

de modos necessarios para calcular os campos.

3.8.2.
Guia Liso

A primeira estrutura a ser utilizada para validar o algoritmo de elementos
finitos foi o guia coaxial liso e sem perdas, conforme ilustrado na Figura 3.14,

sendo suas dimensdes apresentadas na tabela 3.3.

)

0 L cfmm)
©

Figura 3.14 - Estrutura analisada (guia liso).

Raio interno (a) 5 mm

Raio externo (b) | 10 mm

Comprimento 100 mm
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Tabela 3.3 — Dimensdes do guia coaxial.

As Figuras 3.15, 3.16, 3.17, 3.18 apresentam o médulo e a fase do campo H,
para os pontos sobre as superficies superior e inferior do condutor. Foi utilizado
um guia liso de 10 cm, sendo a malha utilizada uniforme, com 20 pontos na
diregdo p e 40 pontos na dire¢do Z.

Como o guia ¢ excitado apenas pelo modo TEM, o campo magnético ao
longo do eixo p decai de 1/ p, de acordo com (2.83), portanto o modulo do campo
ao longo da superficie superior deve ser menor do que na superficie inferior. Além
disso, como se trata de um guia liso e sem perdas, a amplitude do campo
magnético ao longo do eixo z para um mesmo p € constante. Isso ¢ observado
realizando uma comparagao entre as Figuras 3.15 e 3.17. As Figuras 3.16 e 3.18
mostram a fase das correntes ao longo das paredes, que apresentam uma variagao
linear em z, caracterizada pela constante de onda do modo TEM.

A amplitude das correntes ¢ proximo ao valor esperado para o modo TEM
com poténcia unitaria. As discrepancias aumentam a medida que diminui a

densidade da grade por comprimento de onda, isto €, aumentam com a freqiiéncia.

3.95

3.90 b

PV XTI PSS DRSS AT DA S R T R

@ 380
o 375 ——6 GHz
g ----12GHz
T BTO e 20 GHz
o [ i e Analitico
T 365
o 360 W = - < ~ ~ - -N
o \
3.55
3.50
3.45 7

0.00 0.01 0.02 0.3 0.04 005 006 007 008 009 0.10
Freqiiéncia (GHz)

Figura 3.15 - M6dulo do campo H sobre a parede superior.
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Figura 3.16 - Fase do campo H sobre a parede superior.

7.2
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Figura 3.17 - Médulo do campo H sobre a parede inferior.

P
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Figura 3.18 - Fase do campo H sobre a parede inferior.

68
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Foi realizado um célculo do balango de energia visando uma comparagao
com o encontrado na referéncia [12]. O balanco de energia ¢ a diferenca entre a
poténcia que incide sobre o guia e as poténcias de saida e refletida. Para o guia
liso, onde nao haveria energia refletida, e as poténcias de saida e entrada deveriam
ser idénticas, o balanco de energia esta associado ao erro numérico do algoritmo.
A Figura 3.19 representa o balanco de energia para um guia liso com diferentes

densidades de pontos, utilizando o método dos elementos finitos.

34 E - e T e

35 —20R0,40Z
o 36 ---20R0,60Z
S oL e 40 RO, 40 Z
.% I 40 RO, 60 Z
2 s -=+60 RO, 60 Z
S A N S NS U NN N g 60 RO, 80 Z
(] L
T 40 i e T e =
S R i et ettt e e
g ¢
E -
@ 42

3]

44 E

.45 I L L " " " L L L .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Freqliéncia (G Hz)

Figura 3.19 - Balango de energia do guia liso através do método dos elementos finitos.

A grade gerada ¢ uniforme (todos os tridngulos tem a mesma 4rea), sendo
que a notagdo “20 RO, 40Z” indica que foram colocados 20 pontos na dire¢do p ¢
40 pontos em Z. Pode ser observado que, para o calculo do balango de energia, o
aumento do niimero de pontos em z ndo proporciona grandes alteragdes. Por outro
lado, o aumento da quantidade de pontos em p faz com que o balango de energia
melhore de forma significativa, aproximando-se cada vez mais do valor esperado.

Na Figura 3.20, ¢ apresentada a perda de retorno. Como se trata de um

guia liso e sem perdas, o resultado esperado ¢ que a perda de retorno seja nula.
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Figura 3.20 - Perda de retorno do guia liso para diferentes densidades de pontos.
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O aumento do numero de pontos em z influencia muito na perda de

retorno, aproximando-se cada vez mais do valor esperado. Por outro lado, o

aumento da quantidade de pontos em p faz com que a perda ndo sofra grandes

alteragoes.

E observado também que os erros numéricos aumentam com o aumento da

freqiiéncia. Isto ocorre porque com a diminui¢do do comprimento de onda, a

variagdo da fun¢do linear dentro do elemento (tridngulo) é muito maior, sendo

necessario uma maior quantidade de pontos em z, para representar adequadamente

o comportamento do campo na regiao.

A Figura 3.21 apresenta o campo magnético ao longo do guia, para uma

freqliéncia de 10 GHz, utilizando uma grade uniforme com 20 pontos na direcao p

e 60 pontos na dire¢do z,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410284/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410284/CA

71

o

Campo H(A/M)

2 (’T)m)

Figura 3.21 - Campo magnético ao longo do guia.

3.8.3.
Guia Corrugado

O segundo caso apresenta um guia liso com uma descontinuidade

conforme ilustrado na Figura 3.22. As dimensdes do guia sdo mostradas na Figura

3.23.

SECAO T
SECAOI . . SECAO II
Figura 3.22 - Guia corrugado.
P () P (mm) P (mm)
SECAOI sEcion SECAO I

| 130 o |
100 100
50 | 50 —_— 50 7777|7

0 480 "z (mm) 450 550 z (anam) 550 1000 7 = (mm)

Figura 3.23 - Dimensdes do guia corrugado.
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A Figura 3.24 apresenta a comparacdo entre os algoritmos implementados

via Método dos Elementos Finitos (MEF) e Método do Casamento de Modos

(MCM). Nos resultados via MCM foram utilizados 20 modos na expansao dos

campos. Na discretizagdo da estrutura foi utilizada a densidade de pontos

mostrada na tabela 3.4.

Caso 2 Secao I | Secao Il | Secdo III
Numero de pontos em z 72 16 72
Numero de pontos em p 40 64 40

Tabela 3.4 - Densidade de pontos para o guia da Figura 3.22.

Perda de Retorno (dB)

-20

-25

-30

y
il
/ \§/
——MCM
o/ ----MEF
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Freqliéncia (GHz)

Figura 3.24 — Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para o guia

corrugado utilizado no segundo caso.

No terceiro caso foi utilizado o guia anterior, diminuindo apenas a altura

da perturbagdo. As dimensdes do guia sdo mostradas na Figura 3.25.
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100 |

50

P (ama)
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Figura 3.25 - Dimensdes do guia utilizado no terceiro caso.
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A Figura 3.26 apresenta a comparagdo entre o algoritmo implementado
pelo MEF e pelo MCM. Nos resultados via MCM foram utilizados 20 modos na
expansdo dos campos. Na discretizacdo da estrutura foi utilizada a densidade de

pontos mostrada na tabela 3.5.

Caso 3 Secaol | Secao Il | Secdo III
Numero de pontos em z 72 16 72
Numero de pontos em p 40 48 40

Tabela 3.5 - Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para o guia

corrugado utilizado no terceiro caso.

Ter ‘—MCM‘
A8 |--- MEF
20 -
&
T sl / \ y
N4 \ ,’/
S \ /
© -30 / \ ]
s a2l |\ y
el
o 34l % ,'/
* 36 | '/
N
-38 \’/
40
42 . . . . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Freqiéncia (GHz)

Figura 3.26 - Comparagao entre os métodos.

No quarto caso foi utilizado o guia anterior, diminuindo apenas a largura

da perturbagdo. As dimensdes do guia sdo mostradas na Figura 3.27.

P () P (mm) P (rum)

SECAOI SECAO I

SECAO T

| 110
100

100
50 50

50

0 495 7z (mn) 495 505 = (mmi) 505 1000 = ()

Figura 3.27 - Dimensdes do guia utilizado no caso 4.
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A Figura 3.28 apresenta a comparagao entre o MEF ¢ o MCM. Na
discretizagdao da estrutura foi utilizada a densidade de pontos mostrada na tabela

3.6.

Caso 4 Secaol | Secaoll | Segdo III
Numero de pontos em z 82 8 82
Numero de pontos em p 40 48 40

Tabela 3.6 - Densidade de pontos para o guia utilizado no caso 4.

Observa-se que a densidade de pontos utilizada na andlise apresenta

limitagdes no calculo de valores de perda de retorno abaixo de -40 dB.

-25

-30 ]
_ /

— /
5 . _
g % e [— McMm
o e ----MEF
S 40
® . g
(0] \ /
o 45 —
®©
B
(5]
o 50

-55

-60 T T T T T T T T T

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Freqléncia (G Hz)

Figura 3.28 - Resultados da perda de retorno utilizando o MCM e o MEF, para o guia

corrugado utilizado no quarto caso.

3.8.4.
Anel Dielétrico

A proxima estrutura utilizada para validagdo do método é um guia liso
contendo um anel dielétrico com permissividade igual a 2,55 (Figura 3.29). As

dimensdes do guia sdo mostradas na Figura 3.30.
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Figura 3.29 - Guia liso com anel dielétrico.
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Figura 3.30 - Dimensdes do guia contendo um anel dielétrico.

400 Z ()

A Figura 3.31 apresenta a comparagdo entre o MEF e o MCM. Na

discretizacdo da estrutura foi utilizada a densidade de pontos mostrada na tabela

3.7.

Tabela 3.7 — Densidade de ponto no guia contendo um anel dielétrico.

dielétrico Secdol | Secdo Il | Secao III
Numero de pontos em z 100 30 100
Numero de pontos em p 40 40 40
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Figura 3.31 - Comparacgéo entre os métodos (dielétrico).

O conjunto de testes descritos valida a utilizagdo do algoritmo e estabelecem

uma relagao entre densidade de pontos e erro numérico da solugao.
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