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A
Método das funcoes de Green em sistemas de muitos corpos.

As fungoes de Green na Mecanica FEstatistica é uma generalizacao
do conceito de fungoes de correlagao. Elas permitem o célculo dos valores
esperados dos observaveis de um sistema fisico. As fungoes de Green sao de
grande utilidade quando for possivel formular e resolver as suas equacgoes de
movimento, tarefa essa que em geral nao pode ser resolvida em forma exata. Na
pratica, os sistemas fisicos de interesse contituidos de particulas interagentes
nao tém solucao exata, o que nos restringe a resolver os problemas de maneira
aproximada. Isso pode a primeira vista nos causar uma certa frustacao, mas o
fato é que podemos fazer aproximacgoes de modo a simplicar o problema e ainda
descrever razoavelmente bem alguns sistemas. Nesse capitulo vamos introduzir
as fungoes de Green e o método das equagoes de movimento[79, R0, [76].

Podemos considerar em e Mecanica Estatistica diferentes tipos de fungoes
de Green. Aqui introuziremos trés tipos, a funcao de Green causal, a retardada

e a avancgada. Elas sao definidas respectivamente como:

Ge(t,1') = ((At); B("))" = —i(TA@)B(t')), (A1)
[

Gt 1) = ((AQ®); B(t)))" = —if(t — ) ([A®), B(t)]y),  (A2)
Ga(t,1') = ((A(); B(t))" = i0(t" — ){[A(t), B(t')]y), (A.3)

onde T é o operador de ordenacao temporal.

Al
Equacao de movimento para as funcoes de Green

Na maior parte dessa tese utilizaremos a fungao de Green retardada,
portanto vamos desenvolver suas equacoes de movimento. A fim de simplificar
a notacao vamos omitir o subindice r na funcao retarada. Sempre que nos

referirmos a outro tipo de fun¢ao de Green vamos indica-la com seu respectivo
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subindice. Derivando ambos os membros da Eq. (A.3) temos

d ’ d . / _ d / /
SGY) = (AW BE)) = —i0(t — ¢ )([A®), BE)])
d

S BE), (A1)

+((

onde utilizamos a equac¢ao de movimento do operador A,

dA

—r = —ilAH]. (A.5)

observando que a funcao 6(t) pode ser definida como

o(t) = / t o(t)dt (A.6)
temos
d
S 0(t) = 3(t) (AT)
Assim podemos escrever,
%«A(t); B(t') = —id(t—t){[A(t), B(t)],)
—if(t — ¢')([—i[A(t), H]; B(¥')])
(A.8)
portanto,
d

1 (AR); BE)) = ot = t)([A(t), B(t)]) + (([A(), H]-s BI))). (A.9)

Essa é a equacao de movimento para a funcao de Green dependente do tempo.

Como as funcoes de Green dependem, apenas de ¢t — ' podemos tomar a

transformada de Fourier em ambos os membros da Eq.[A.9], fazendo ¢’ = 0

%{%«A(t); BO)} =F{a(t — ) {[A(t), B, }
+3{(([A@), H]-; BE)) }, (A.10)

obtendo

w{{4; B))w = ([A, Bly) + ({4, H]-; Bl)), (A11)
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onde definimos a transformada de Fourier como
F{f(x)} = / f(k)e *dk. (A.12)

A expressao (A1) é equacao de movimento para as fungoes de Green no
espacos das energias é a expressao fundamental para nossos céalculos. O
subindice w indica que as fungoes de Green estao no espaco das energias.

Na expressao ([A.IT) a energia w deve ser entendida com uma continuagao
analitica no espago complexo. Para efeitos de cumprir com as definigoes (A.2)
e [(A3) w — w+in para as fungoes de Green retardadas e w — w — in para as
retardadas, sendo n um infinitesimal. Isso permite a convergéncia das integrais
de Fourier acima.

O segundo termo da equagao de movimento (Eq. [A.11]) gera uma serie
de novas funcoes de Green, para as quais precisamos calcular iterativamente
as equacoes de movimento, o que gera um hierarquia de fungoes de Green.
A dificuldade em manusear as equacoes de movimento é que as funcoes de
Green assim geradas sao cada vez mais complicadas, quando o Hamiltoniano
do sistema possui termos de muitos corpos. Nesse caso precisamos fazer certas
aproximacoes a fim de truncar a hierarquia, obtendo um sistema fechado de
equacoes. Na maior parte dos calculos desta tese vamos utilizar as equagoes de
movimento para determinar as func¢oes de Green de interesse. As aproximagoes

a serem feitas serao discutidas com cuidado, a media em que forem sendo feitas.

A.2
Valores esperados

Uma vez determinadas uma expressao para a funcao de Green desejada,
podemos calcular diversas quantidades fisicas de interesse. Elas, em geral
envolvem valores esperados de produtos de operadores, por exemplo, a carga
eletronica (cfc), o nimero médio de bésons (b'b), etc. Tais valores podem, em
geral, ser calculados a partir das fungoes de Green. Sendo A e B dois operadores

quaisquer podemos calcular o valor esperado do produto AB por

(AB) — /_ @) f(w)do, (A.13)
onde
J(w) = % (G(w + in) — Glw — in)] (A.14)

¢ chamada de densidade espectral, G(w) = ((4;B)), com 7 sendo um

infinitesimal e f(w) é a fungdo de distribui¢do fermiénica ou bosonica.
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Dependendo da natureza dos operadores A e B ela é dada por,

1

flw) = P (A.15)

onde = 1/(kgT), sendo T a temperatura, kp a constante de Boltzmman e

o potencial quimico. O sinal + (-) corresponde a férmion (boson).

A3
A particula livre

A titulo de exemplo vamos aplicar as técnicas da equacao de movimento
para encontrar a funcao de Green de uma particula livre. Como sabemos,
devido a simetria de translagao espacial, para a particula livre o momento linear
k é um bom ntmero quantico, . Em segunda quantizacao podemos escrever o

Hamiltoniano para um tal sistema como

H= Zekczck, (A.16)
k

onde o operador ¢} (c) cria(aniquila) um férmion com momento k e energia
ex. De acordo com a Eq. (A.I1]) podemos escrever

5k’k

G = <<Ck;CL>>w =

= FF (A.17)
w— €+

A funcao delta no numerador garante que a fungao de Green é nao nula somente
se k' = k, o que impoe a conservacao do momento linear. Com a expressao

acima podemos determinar valor esperado ny = (cl ;). Pela Eq.([AI3) temos

mo= [ s (A.18)
onde
W = 1
pwr = 21 (W — €+ 1 w — € — i
1 n
T (w— )2
-1
= 7Im{Gkk(u))}

= O(w — €). (A.19)
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A dltima linha da equacao acima segue do fato que podemos escrever a fungao

delta de Dirac como

€

L.
Voltando a Eq. (AI8) podemos escrever
1

6$(6k7€p) + 1

onde ez é o nivel de Fermi, expressao idéntica a (A.15]) como corresponde.
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B
Acoplamento antiferromagnético no modelo de Anderson
interagente: Transformacao de Schriefer-Wolff

Neste apéndice vamos mostrar de maneira breve como surge a correlacao
antiferromagnética entre spins localizados e spin de condug¢ao no Hamiltoniano
de Anderson interagente, Eq. (229). Apresentaremos com mais detatlhes os
célculos desenvolvido por Hewson na Ref. [12].

Suponhamos que o sistema se encontra numa situacao em que seu estado
fundamental constitui de um tnico elétron na impureza. Vamos derivar um
Hamiltoniano efetivo que leva em conta os processos virtuais envolvendo os
estados excitados. Esses estados excitados necessariamente envolverao estados
de zero e dois elétrons na impureza. Vamos decompor a funcao de onda do

sistema em funcgoes de ondas correspondentes a essas ocupagoes,

Yo
\Ij - \Ifl 3 (B].)
Wy

Onde, ¥,, correspodem a componente da funcao de onda total projetada no
espaco de Hilbert correspondente a n elétrons na impureza. Pode-se projetar
também o Hamiltonian sobre esse especo. O Hamiltoniano projetado pode ser

escrito por:

Hy Ho Hpo
H = HlO Hll H12 ) (B‘Q)
Hyy Hy Hy
onde
H,,=P,HP,. (B.3)

Aqui, P, é o operador de projecao sobre o respectivo espaco de Hilbert

contendo n elétrons na impureza e H é o Hamiltoniano de Anderson dado
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pela Eq. (2:29). Explicitamente esses operadores podem ser escritos como:

PO = (1 — ndT)(l — ndl) (B4a)
P1 = MNa + ng| — 2ndTndl (B4b)
P2 = Ngng|- (B4C)

A Equagao de Shiodinger, HV = E'V, se escreve entao:

HOO HOl O \IJO \IJO
HlO HH H12 \Ifl - E \Ifl (B5>
O H21 H22 qu \112

Onde ja tomamos o fato de que o Hamiltoniano nao conecta subspacos
contendo diferenga de mais de um eletrons, (Hps = Hyy = 0), além disso
como o Hamiltoniano deve ser hermitiano temos necessariamente H;g = Hgl e

Hy = H 1Tz' Usando a Eq[B.5l podemos escrever

HOO‘PO -+ HOllel = E\Ijo, (B6&>
HygWo + Hi Wy + HipWo = EVy, (B.6b)
Hgl\ljl -+ HQQ\IIQ = E\PQ (BGC)

Resolvendo o sistema acima para ¥, temos:
[Hio (E — Hoo) ' Hot + Hiy + Hip (E — Hyy) ' Hy| Uy = E¥;. (B.7)

Até agora nenhuma aproximacao foi feita, e obtemos um Hamiltoniano efetivo

que atua apenas no subspaco de ¥;. Da equagao acima o identificamos por
Hyy = Hyg (B — Hoo)_1 Hoy + Hyy + Hpp (B — HZQ)_I Ho. (B.8)

Note que é necessario determinar explicitamente Hyo, Hoo, Ho1, Hi1, Hi2, Hoo

e Hy . De acordo com a Eq. (B.3) e pelas Eqs. (B4alB.4d) e ([2.29), depois de
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alguma algebra de operadores um pouco tediosa podemos escrever:

Hy = Z EkCLngU = H,, (B.9a)

ko
Hy = Z edcgacda (B.9b)
Hyp =Y Vich,ca(l = nas) (B.9¢)

ko
Hy =Y Vel cao(1 = nas) (B.9d)
Hyy = (QZd + U + Ho) nginq, (B.9e)
Hy = Z ‘/kcjlgckanda (B'9f)
ko
Hip = Z Vk*CLUCdonda (B.9g)
ko

Podemos calcular entao, por exemplo o tltimo termo da Eq. (B.Z). Antes de

utilizar a expressao acima, vamos expandir esse termo em sériee de Taylor,

Hy [ Hyp\’
j e
+E+(E)

Agora, substituindo a Eq. e (B.9) podemos escrever:

Hy [ Hy
1+ =2
+ +<E) +

_ 1
Hyy (E — Hyy) ' Hyy = Hyy—

H B.10
B 21, ( )

Hys (E - H22 H21 Z v Ckgcdanda

kk/
ool

ka/cda,ck/U/ndc—,/. (Bll)

Observando que

CLUCdand6H22 = ngcdand& (2¢4 + U + Hy) ngynay
= (2¢4+U — ¢, + Hp) CLUcd(,nd&ndTndl

= (2¢4+U — ¢, + Hp) CLUchnd(}. (B.12)

com isso podemos escrever a (B.I11]) como

2¢q+ U — e, + H,
Hyy (E — Hy) ™' Hy kavk/—{ e

kk’

(2€d+U—6k—|—H0)2
+ 2 + ...

T T
X Cp.py Cdo M Coyr Chio? M - (B.13)
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Podemos agora reorganizando a expansao entre colchetes acima, para tanto

escrevalinos:
1 2a+U —ep+Hy (2e0+U — e, + Hy)’
— 1 =
BT E + E2 *
_ -1 E —e;— Hy
E -2+ U — Hy| ™' = 1— . (B.14
[ €at € + 0] Gd—U—€k|: Gd—U—Gk:| ( )

Substituindo esta tltima na (B.13) e rearranjando os operadores podemos

escrever

T
CroCk'o’ CdoCyyr Tl -

_ —V* Vi E—e;— Hy1 "
His (B — Ha) 1H21=Z#[1—#} !

kk!
oo’

Ed—U—Ek Ed—U—Ek

(B.15)

Note que até agora nenhuma aproximacao foi feita. Vamos agora desprezar
o segundo termo entre colchetes da expressao acima. Isso sgnifica que os
efeitos dos processos vituais do subspaco n = 2 sobre o subspago n = 1
estd sendo tomado em ordem zero no segundo termo entre colchetes. A fim
de verificar o acoplamento antiferromagnético na expressao acima vamos fazer

explicitamente a soma em o e ¢’ na Eq. [B.I5l Tomando o =] e ¢/ =1.

_ Vi Vi
Hiy (E — Hy) ' Hy = #[CTC/C b+ el ewicarc
12( 22) 21 ;q-l—U—Ek k] CK TCd]L Cap 1Ok 1CdTCq)
+cleprcarching + el ewicaichin (B.16)
k1 CRTCdTCqrhd] k| Ck'1CdCq)TldT | - :
No subspaco ng = 1 podemos escrever ST = cjﬁcdl, ST = cglch, Nt +nqp = 1,

S. = 3(ng; — ngy) e ngng; = 0. Com isso obtemos

Vk'* Vkl

RSV Y i
d — Ck

kk'

+2SZ <CITCTCI€'T - Cltick'l> — Z cLack/ando}B.N)

. |:S+Cltick’T + S_CLTCk’l

onde definimos Observe que os dois primeiros termos entre perénteses da
expressao acima envolve “spin flip”, que é a essencia do efeito Kondo. Esses
dois termos com terceiro corresponde ao modelo s-d proposto primeiramente
por Zener em 1951, (Ref. [98]). O tltimo termo por sua vez ¢ um potencial
espalhador nao magnético. Procedendo de maneira semelhante para o primeiro

termo da Eq. (B.7) e juntamente com essa ultima expressio obteremos um
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Hamiltoniano efetivo com um acoplamento efetivo

1 1

Ty = Vi Vi
K ea+U —€,  €,—¢€q

(B.18)

mais um termo de potencial espalhador, (veja secao 1.6 e 1.7 da Ref. [12]).
Essas aproximacoes sao validas quando o elétron localizado nao tem energia
suficiente para sair da impureza, isto é | ep — €4 [>| € |. O regime Kondo
é atingido quando €¢; < € e €5 + U > €ep, veja figura [L7 Nessas condigoes
Je > 0, 0 que favorece um acoplamento antiferromagnético. Schriefer e Wolff
Ref. [69] foram os primeiros a derivar o Hamiltoniano de Kondo a partir do
Hamiltoniano de Anderson interagente, onde utilizaram uma transformacao

canonica.
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C

Funcoes de Green para uma cadeia linear semi-infinita

Para deduzir uma expressao para uma cadeia linear infinita no modelo
tight-binding vamos usar as idéias do grupo de renormalizacao. Nesse modelo

o Hailotoniano do sistema pode ser escrito como
0
HTB = Ztcj;ciJrl, (Cl)
i=1

onde, por conveniéncia consideramo a energia diagonal como sendo zero. Esse
sistema pode ser representado como na figura[C.Il A figura representa de
renormalizacao. Para determinar a funcao de Green do sitio da extremidade
sitio 1 da figura vamos representar a cadeia por um unico sitio 1 efetivo,

vestido com o restante da cadeia, como mostra a Fig.[C.2h. Denotemos a funcao

0—0
1 2

wO
B

Figura C.1: Representagdo de uma cadeia linear semi-infinita no modelo tight-
binding.

(a)

~(
N
w
0
I
@,

(b) O
0

@ 0-0

=
N
w(
0
I
5
]
O

Figura C.2: Diagrama de renormalizacao da cadeia linear semi-infinita.
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de Green despida de cada sitio da cadeia por

go(w) = (C.2)

1
w
e do sitio renormalizado por g(w), esse tltimo a ser determinado. Da Fig. [C.2b,

usando as equagoes de movimento, podemos escrever (omitindo por instantes

a dependéncia em w por simplicidade de notacao):

Goo = go + gtGro (C.3)

G1o = gotGoo- (C.4)
Resolvendo essas duas 1tlimas para Gy temos:
GQO - L (C5)

Pela figura [C.2k podemos escrever Gy = g ou

90

A solugao para a equacao do segundo grau acima é:

1+ /1 dgee
= ) C.7
substituindo a Eq. obtemos finalmente
_ w—Vw?—4t?
T e T (©3)

22

O sinal da Eq foi escolhido a fim de garantir que § ~ 1/w quando
w — 00. A parte imagindria de § s6 é ndo nula para |w| < 2t e tem a forma
de uma semicircunferéncia de raio 2¢t. A densidade de estados é dada por
pw) = —1/rIng(w) = 525 Vw? — 4£20(2t — w)f(2t +w). Note que a densidade

de estados ja esta normalizada,

/_ T pw)dw = — _2; Vo —iPdw — — e =1 (C9)

o 27t? 2mt? 2
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D
Funcoes de Green de um ponto quantico com dois niveis
interagentes

Nesse apéndice vamos deduzir uma expressao exata para a funcao de
Green local de um ponto quantico com dois niveis interagentes. O sistema a

ser considerado pode ser descrito pelo Hamiltoniano,

H = Z € c »Cio + % Z Unigniz + U’ Z Moo o’ (D.1)

i=a B
Vamos utilizar as fungoes de Green definidas como[99],

G (w) = ((n% nYn cig; ¢l Y. (D.2)

TYz jo'vj5' "o 0

Na expressao acima, os indices i e j deve ser tais que se i = v entao j = (3 e vice-

1
versa e z, y e z assumem valores 1 ou 2, de sendo nl(-a)

2
=N, € nga) =1—n;,. Na
auséncia da interacao EF e dos acoplamentos com os reservatorios essa fungao

de Green tem forma exata,

G:wz( w) = ]_—]EW’ (i #J) (D-3)
onde[99)
E;;Tyz =+ (2 _ I)Uz + (4 —y— Z)U/. (D4)

A funcao de Green local é obtida por,

Y

_ Y6 w) z% (D.5)

z,Y,2 z,Y,2

A fim de considerar o caso estudado no capitulo [l vamos supor inicialmente

que U; = U’ = co. Assim,

Gig(w) = - (D.6)
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onde

Py = (1 =nis)(1 = njo)(1 — njs))
= 1—(njs) — (njo) — (Njonjs) — (Nis) + (isTjz) + (RicNjo)

+(nisnjonjs) (D.7)

Em principio, todas as combinacoes que possuem mais de um elétron no PQ
deve se anular, no entanto vamos preservar as combinacoes em que contenham
2 elétrons no PQ, sendo que eles residam em niveis diferentes e possuam
mesmas projecoes de spin. Assim, dessas combinagoes apenas o sexto termo

da expressao acima deve ser preservado, obtendo portanto,
Pe = 1= {njs) — (njo) — (niz) + (nisnjs). (D-8)
Note que a correlagdo (n;zn;,n;nir) pode ser calculado como,

_1 .
<n§§>n<y>n§?nw> - / InG _(w) f(w)dw, (D.9)

jo T TYZz

onde f(w) é a distribuicio de Fermi. E ficil notar que
—1 io
(omia) = =+ [ 1Y G0 () (D.10)

Efetuando a soma acima e negligenciando os termos que correspondam a uma

interacao infinita obtemos,

(NjoNie) = -1 / Immf(w)dw‘ (D.11)

™ W — €
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